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Kako moZemo odrediti povrsinu lika omedjenog s x-osi i krivuljom y = f(x)?

«E)» = A




Slika : Aproksimacija povr3ine s 8 pravokutnika.
«O)>r «Fr < > < 3 o>
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Slika : Aproksimacija povr3ine sa 16 pravokutnika.
«O)>r «Fr < > < 3 o>
- oOdredjeniintegral 2 sijenja2015. 4/28



Odredite povrginu ispod krivulje y = x2, x € [0,1].

Slika : Aproksimacija povr3ine sa 16 pravokutnika.
«O)>r «Fr < > < 3 o>
- oOdredjeniintegral 2 sijenja2015. 5/28



Neka je f ograni€ena funkcija na [a, b]. Integral funkcije f: [a, b] — R definiramo u nekoliko
koraka na sljededi na&in.
(1) Particija intervala [a, b] je skup tocaka P:

P:

Norma particije P je duljina najveéeg podintervala:

a=xp<x3<x<...<xp=»b

(1)

Pl = max Axj,  Axi = X = Xj—1

«O>r <Fr < > 4 A
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Neka je f ograni€ena funkcija na [a, b]. Integral funkcije f: [a, b] — R definiramo u nekoliko
koraka na sljededi na&in.
(1) Particija intervala [a, b] je skup tocaka P:

P: a=x<xx<xx<...<xp=0b (1)
Norma particije P je duljina najveéeg podintervala:
Pl = max Axj,  Axi = X = Xj—1 (2)
(2) Neka su
M= XI—TSa’)((SXi F, - mi = XFTSIQSX,' Fix)
maksimalne i minimalne vrijednosti funkcije f na podintervalu [xj_1, x;].

®3)

«O» «F»r « > » o™



Riemannov integral

Neka je f ogranitena funkcija na [a, b]. Integral funkcije f: [a, b] — R definiramo u nekoliko

koraka na sljede¢i naé&in.

(1) Particija intervala [a, b] je skup totaka P:

P: a=xp<x3<x<...<xp=>b
Norma particije P je duljina najveleg podintervala:
HPH = max AX,‘7 AX,' = Xj — Xj—1
1
(2) Neka su

M; = f i= i f
' Xi—T;KSX/‘ (), mi XifinSIQSXf ()

maksimalne i minimalne vrijednosti funkcije f na podintervalu [x;_1, X;].

(3) Definirajmo

n
G(f,P) = Z M; Ax; gornja integralna suma,
i=1

n
D(f,P) = Z m; Ax; donja integralna suma.
i=1

Odredjeni integral 27. sijetnja 2015.
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z z EES = L= -2 -2 = z ELS
3 7 g T 3 3 7 g
05
-1
A [ 0 o
theintegralis 1225884965, Number of sbintervals used: 10 225884965

(a) Gornja Riemannova suma, n = 10

(b) Donja Riemannova suma, n = 10




o
vt

054

Number of

(c) Gornja Riemannova

suma, n = 20

o
vl

| "

NEY

the nmegral is -0.6283185305. Number o sbintrvals used: 20,

(d) Donja Riemannova suma, n = 20

«O» «Fr «=)r «E)» o>



Ako postoji limes
I*= lim G(f,P),
[IP|[—0
tada /* zovemo gornji integral funkcije f na intervalu [a, b].
Sli¢no definiramo donji integral kao limes

(6)
ho= lim D(f,P).

«O> «Fr <« > > DA™

(@)




Ako postoji limes
I*= lim G(f,P),
[IP|[—0
tada /* zovemo gornji integral funkcije f na intervalu [a, b].
Sli¢no definiramo donji integral kao limes

(6)
Ix = lim D(f,P). 7
T (f,P) )
KaZemo da je funkcija f integrabilna na intervalu [a, b] u Riemannovom smislu ako je I, = /*.
Riemannov integral ozna¢avamo sa
b
/ f(x)dx. (8)
a
- odredjeni integral
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Definicija
Ako postoji limes
I*= lim G(f,P), 6
T (f,P) (6)

tada /* zovemo gornji integral funkcije f na intervalu [a, b].
Sli¢no definiramo donji integral kao limes

b= lim D(f, P). )

Definicija (Riemannov integral)

KaZemo da je funkcija f integrabilna na intervalu [a, b] u Riemannovom smislu ako je I, = [*.

Riemannov integral oznaavamo sa

/a  F()dx. )

@ a donja granica integracije, b gornja granica integracije

e f(x) podintegralna funkcija

Odredjeni integral 27. sijetnja 2015. 9 /28



Slika :

Riemannov integral daje pozitivnu povr§inu P > 0.

Odredjeni integral
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Slika : Riemannov integral daje povriinu s negativnim predznakom —P < 0.

Odredjeni integral 27. sijetnja 2015. 11/ 28



Slika :

Riemannov integral daje razliku povrsina P; — P».

Odredjeni integral
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PokaZite da je

(9)

it
a
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PokaZite da je

Pokazite da funkcija

(9)

f(x) = L

nije integrabilna u Riemannovom smislu.

X je iracionalan,
0,

X je racionalan

«O>r <Fr < > 4 A

(10)

it
a



@ Za svaki ¢ € (a, b) vrijedi

/ab f(x)dx:/ac f(x)dx+/cbf(x)dx.

o Ako je a > b, tada definiramo
b a
/ Flx) = — / F(x)dx.
a b

/a f(x)dx = 0.

o Takodjer definiramo

Odredjeni integral
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Za koju klasu funkcija postoji Riemannov integral fab f(x)dx?

Odredjeni integral 27. sijetnja 2015. 15 / 28



Za koju klasu funkcija postoji Riemannov integral fab f(x)dx?

Ako je f neprekidna funkcija na [a, b], tada je f integrabilna na [a, b].

it
a
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Za koju klasu funkcija postoji Riemannov integral fab f(x)dx?

Ako je f neprekidna funkcija na [a, b], tada je f integrabilna na [a, b].

Moz se pokazati da vrijedi opéenitiji rezultat koji uklju¢uje funkcije s prekidima.

tada je f integrabilna na [a, b].

Ako je funkcija f: [a, b] — R omedjena, i neprekidna na skupu [a, b] \ S gdje je S prebrojiv skup,

«O» «F»r « 3 » o™



Za koju klasu funkcija postoji Riemannov integral fab f(x)dx?

Ako je f neprekidna funkcija na [a, b], tada je f integrabilna na [a, b].

Moz se pokazati da vrijedi opéenitiji rezultat koji uklju¢uje funkcije s prekidima.
Ako je funkcija f: [a, b] — R omedjena, i neprekidna na skupu [a, b] \ S gdje je S prebrojiv skup,
tada je f integrabilna na [a, b].

Odredite integral funkcije f: [0,1] — R definirane sa

17
f(x) =

x€[ghr | n=012...
0, inace.

(14)

«O» «F»

i
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Je

/ ’ f(x)dx = F(b) — F(a).

Neka je f: [a, b] — R neprekidna funkcija, i neka je F(x) primitivna funkcija funkcije f(x). Tada

(15)

«O» «Fr «Z)» < » o™



Teorem (Newton-Leibnizova formula)
Neka je f: [a, b] — R neprekidna funkcija, i neka je F(x) primitivna funkcija funkcije f(x). Tada
Jje
b
/ F(x)dx = F(b) — F(a). (15)
a

4

Teorem

Ako su funkcije f(x) i g(x) integrabilne na [a, b], tada odredjeni integral ima slijedeéa svojstva:

(i) (linearnost)

b b b
/ () 2 A6 = / F(x) dx + B / ) b (16)

(ii) (monotonost)
b b
() L) welpl = / ) b < / Ao an)

(iii) (nejednakost trokuta)

‘/ab () x| < /ab|f(x)|dx. (18)

Odredjeni integral 27. sijetnja 2015. 16 / 28



Ako je f: [a, b] — R neprekidna funkcija, tada za svaku to¢ku x € (a, b) vrijedi

% /ax F(t) dt = £(x).

(19)

/ f(t) dt je primitivna funkcija od f(x)
a

<O «F»r «=>» DA™



Ako je f: [a, b] — R neprekidna funkcija, tada za svaku to¢ku x € (a, b) vrijedi

% /ax F(t) dt = £(x).

/ f(t) dt je primitivna funkcija od f(x)
a

(19)
Neka je f: [a, b] — R neprekidna funkcija. Tada postoji toka c € [a, b] takva da je
b
/ Ao = AN B— 2
a

b
f(c) = bL/ f(x)dx srednja vrijednost funkcije f na [a, b]
—al,

(20)
(21)
«O» «Fr «Er» < > o>

- oOdredjeniintegral 2l sijetnja2015. 17 /28




Slika

10
Povrsina pravokutnika jednaka je povr¥ini ispod krivulje.
b
P, pravokutnik — / f (X) dx
a
[}
- odredjeni integral
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05

(a) Parna funkeija

/_""a F(x)dx = 2 /Oa -

04

55

02

04

(b) Neparna funkcija
a
f(x)dx =0
—a
Or» «F»r» «=)» « =) ) N
- oOdredjeniintegral  2l.sijeénja2015. 19 /28




Supstitucija: u = g(x)

b (b)
/a f(x)gl(x)dx:/:a f(u)du.

Ako g ima neprekidnu derivaciju na [a, b] i ako je f neprekidna na skupu g([a, b]), tada je

(22)

«O» «Fr « =>» o™



Supstitucija: u = g(x)

b (b)
/a f(x)gl(x)dx:/:a f(u)du

Ako g ima neprekidnu derivaciju na [a, b] i ako je f neprekidna na skupu g([a, b]), tada je

(22)

Ako f i g imaju neprekidne derivacije na [a, b], tada vrijedi

[ 1098 ax = 100}~ [ 7000

(23)
<O «Fr « = DA™
- oOdredjeniintegral 2l sijetnja2015. 20 /28
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Nepravi integrali su integrali su kod kojih

@ su jedna ili obje granice integracije beskona&ne,

o funkcija ima singularitet u podru&ju integracije.

«0O)>r «F)r « > > o>
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Nepravi integrali su integrali su kod kojih
@ su jedna ili obje granice integracije beskona&ne,
o funkcija ima singularitet u podru&ju integracije.

Ako su granice integracije beskona&ne, tada definiramo
b

[m f(x)dx = a—IjToo /ab f(x)dx,

/aoo f(x)dx = birrge /ab f(x)dx,
/oo

f(x)dx = lim
—0 R—o0

R
/ f(x)dx Cauchyeva glavna vrijednost integrala.
—R

«O>r <Fr < > 4 A



Nepravi integrali su integrali su kod kojih
@ su jedna ili obje granice integracije beskona&ne,
o funkcija ima singularitet u podru&ju integracije.

Ako su granice integracije beskona&ne, tada definiramo
b

[m f(x)dx = a—IjToo /‘;b f(x)dx,

/aoo f(x)dx = birr;o /ab f(x)dx,
/oo

f(x)dx = lim
—0 R—o0

R
/ f(x)dx Cauchyeva glavna vrijednost integrala.
—R

Ako limes postoji, kaZemo da nepravi integral konvergira. U protivnom kaZemo da divergira.

«O» «F»r « > » o™



Odredite neprave integrale

@ [Teax (o) [ sincad -

a e *dx, sin(x)dx, c —_—

0 0 ()/—001+X2
«O>» «F>r «=» «E» = o>




Odredite neprave integrale

(a) /Ooo e Xdx,

(b) /Ooo sin(x)dx,

KaZemo da funkcija f(x) ima singularitet u totki x = ¢ ako je

©  dx
(c) /_oo =
lim

X—C

E

f(x) =2oco ili lim f(x)=+oo
+ X—>C™

Slika :

x

Funkcija f(x) = 1 ima singularitet u totki x = 0.

«O» «Fr «Z)» <

DA



Pretpostavimo da funkcija f(x) ima singularitet u to¢ki ¢ € [a, b].

o Ako je ¢ = a, tada definiramo

b b
/ f(x)dx = lim / f(x)dx.
a e—0" Jate

Odredjeni integral 27. sijetnja 2015. 23 /28



Pretpostavimo da funkcija f(x) ima singularitet u to¢ki ¢ € [a, b].

o Ako je ¢ = a, tada definiramo
b b
/ f(x)dx = lim / f(x)dx.
a e—0" Jate

@ Ako je ¢ = b, tada definiramo

b b—e
/ f(x)dx = lim / f(x)dx.
a e—0t J,

Odredjeni integral 27. sijetnja 2015.
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Pretpostavimo da funkcija f(x) ima singularitet u to¢ki ¢ € [a, b].

o Ako je ¢ = a, tada definiramo
b b
/ f(x)dx = lim / f(x)dx.
a e—0" Jate
@ Ako je ¢ = b, tada definiramo
b b—e
/ f(x)dx = lim / f(x)dx.
a e—0t J,

e Ako je a < ¢ < b, tada definiramo

/ab f(x)dx:/ac f(x)dx+/cb f(x)dx

gdje se integrali fac f(x)dx i fcb f(x)dx ratunaju kao u prethodnim sluZajevima.

Odredjeni integral 27. sijetnja 2015.
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Odredite neprave integrale

(a) /01 In(x)dx,

«O0>» «Fr» «Z» « > o>



b
P=/ [g(x)—f(x)] dx
a
«O0» «Fr «=» <« » o™
- oOdredjeniintegral 2 sijenja2015. 25/28

g(xi)

y=g(z)
AP;

Ti Titl

Slika :

Lik u ravnini omeden dvjema krivuljama.




Ti41

Slika : Eksplicitno zadana krivulja y = f(x).

a

b
L:/ V14 (F(x))%dx
a
«O>r «F>» DA™
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i+1

Slika

Tijelo koje nastaje rotacijom krivulje oko osi simetrije.
b 2
P= 71'/ (F(x))“dx
a «O» «Fr «=)r «E)» = o>
- oOdredjeniintegral 2 sijenja2015. 27 /28




Slika :

Lik u ravnini omeden dvjema krivuljama.

b
szzw/ IFO)1+ (F/(x))%dx
a «O» «Fr «E>» <« » Q>
- oOdredjeniintegral 2 sijetnja2015. 28 /28
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