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Promotrimo funkciju
x2 — 4

. 1
> (1)

Sto mo¥emo reéi o ponaganju funkcije f(x) u okolini totke xo = 2?

f(x) =

N o ——
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0<|x—al<d =
U tom slu¢aju pisemo

KaZemo da je L € R limes funkcije f u to€ki x = a ako Ve >0 34 > 0 takav da

[f(x)—L| <e.

()
lim £(x) = L.

®3)

y = f(z)
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Primjedba

o Limes ovisi samo o ponaganju funkcije u okolini totke xp, a ne o vrijednosti funkcije f(xp)

ukoliko je definirano.

@ Limes ne ovisi o nainu na koji x — xp.
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Primjedba

ukoliko je definirano.

o Limes ovisi samo o pona%anju funkcije u okolini to¢ke xp, a ne o vrijednosti funkcije f(xp)
@ Limes ne ovisi o nainu na koji x — xp.

Dokazite primjenom definicije da je
o
. x2 —4
lim =
x—=2 x — 2
(2]
«O>r <Fr < > 4 A

. l.listopada 2016, 4 /21




Primjedba

ukoliko je definirano.

o Limes ovisi samo o pona%anju funkcije u okolini to¢ke xp, a ne o vrijednosti funkcije f(xp)
@ Limes ne ovisi o nainu na koji x — xp.

Dokazite primjenom definicije da je
o
. x2 —4
lim =
x—=2 x — 2
(2]

Ako je limy_, f(x) = Ly i limx—a f(x) = Lo, tada je Ly = L.
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Pretpostavimo da je
)!i_r)na f(x)=1Li )!i_rpag(x) =K. (4)
Tada vrijedi
(a) limx—sa(f(x) +g(x)) = L+ K,
(b) limx—a(cf(x)) = cL za svaki c € R,
(c) limx—a f(x)g(x) = LK,
(d) limx—af(x)/g(x) = K/L ako je L # 0.
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Fundamentalni teorem o limesima*®:®

Pretpostavimo da je

Jina f(x)=1L )!gnag(x) =K. (4)
Tada vrijedi
(a) limx—a(f(x) +g(x)) =L+ K,
(b) limx—a(cf(x)) = cL za svaki c € R,
(c) limx—a f(x)g(x) = LK,
(d) limx—af(x)/g(x) = K/L ako je L # 0.
Pravilo supstitucije
O Ako je p(x) = anx" + an—1x""1 4+ ... 4+ a;x + ap polinom, tada je
Jim p(x) = plxo). 5)
@ Ako su p(x) i g(x) polinomi, tada je
P9 _ plx) uz uvjet q(xo) #0. (6)

0 q(x)  qlx0)
O limx_x, v/X = /X0 za svaki xg > 0.
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Odredite limese

o x3-1
@ Jim
V 4 -2
@I i SR
x—0 X
1_1
xX—2 =3
3 li x_ 2 ,
© Xinz(x+3+x—2>
@) fim KR
h—0 h ’
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Odredite limese
1)
()
®3)

(4)

Cox3—1
lim s
x—1x2 —1

Vx+4-2
X

lim s

x—2 11
li x 2 ,
xinz(x+3+ x—2>

Ako je limy_, f(x) = L, onda je

lim 1£G)] = [L]
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PokaZite da je
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Pretpostavimo da funkcije f, g i h zadovoljavaju nejednakost

f(x) < g(x) < h(x),
u okolini to¢ke a za neki 6 > 0.

x € (a—4d,a+9)\{a}
Ako je limy—s, f(x) = limx— 3 h(x) = L, tada je limx—, g(x) = L.

a5 y 1
x
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Sto mo¥emo reéi o limesu funkcije

f(x) =

X,

x <0,
x2+1,

x>0

05 10 15
-1
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Definiciia
Kazemo da je L € R limes zdesna funkcije f u totki x = a ako Ve >0 3§ > 0 takav da
a<x<a+d =
U tom slu¢aju pisemo

[f(x) —L| <e.

lim f(x)=L.
i, 769
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Definicija
KaZemo da je L € R limes zdesna funkcije f u to¢ki x = aako Ve >0 36 > 0 takav da

a<x<a+d = |f(x)—Ll<e. 9)
U tom sluéaju pisemo
lim f(x)=L. (10)
x—at
Analogno definiramo limes slijeva.
KaZemo da je L € R limes slijeva funkcije f u to¢ki x = a ako Ve >0 36 > 0 takav da
a—d<x<a = |f(x)—Ll<e. (11)
Tada pisemo
lim f(x)=L. (12)
X—ra—
v
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Ispitajte jednostrane limese funkcije

u tocki x = 0.

2
X
f(x) = Sl ]
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Ispitajte jednostrane limese funkcije
2
X
f(x) = 13
(9= (13)
u tocki x = 0.
limx—, f(x) = L ako i samo ako je
lim f(x)= lim f(x)=L.
x—at x—a—

(14)
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. listopada2016.  11/21




Ispitajte jednostrane limese funkcije
2
X
f(x) = 13
(9= (13)
u totki x = 0.
limx—, f(x) = L ako i samo ako je
lim f(x)= lim f(x)=L.
x—at x—a—

kada Zelimo pokazati da neki limes ne postoji.

(14)

Ako je lim,_,— f(x) # lim,_, .+ f(x), tada limyx_;, f(x) ne postoji pa je ovaj teorem je koristan
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Odredite da li postoji limes funkcije

u totki x = 2.

f(x) =

x+1,
2x — 3,

x <2
x> 2

(15)
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Promotrimo funkciju f(x) = % za velike vrijednosti varijable x.

-5

M=1/¢

.1 .1
lim = =0, lim = =0 (16)

X—00 X X——00 X
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Definicia
@ limy—y00 f(x) =L akoVe >0 3 M >0 takav da
x>M = |f(x)-Ll<e.
@ limy—s_oo f(x) =L ako Ve

(17)
>0 3 M > 0 takav da
x < —M

If(x) = L| <
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@ limy—y00 f(x) =L akoVe >0 3 M >0 takav da
x>M = |f(x)-Ll<e.

@ limy—y oo f(x) =L ako Ve >0 3 M > 0 takav da

(17)
x<-M =

1F(x) — L] < e.
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Pona%anje polinoma "u beskona&nosti” odredeno je vode¢om potencijom.

p(x) = anx"

kada

Neka je p(x) = anx" + an—1x" "1 4 - 4 apx 4 ag polinom. Tada je

x — too.
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Pona%anje polinoma "u beskona&nosti” odredeno je vode¢om potencijom.

Neka je p(x) = anx" + an—1x" "1 4 - 4 apx 4 ag polinom. Tada je
p(x) = apx" kada

i nazivnika.

x — too.

Ako je q(x) = bmx™ 4 bm_1x™"1 4 .- 4 byx + by, onda je
p(x) oanx"
q(x) " bpx™  bm

Ponaganje racionalne funkcije “u beskona&nosti” odredeno je omjerom vodecih potencija brojnika
an

=M kada

X — Foo.
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Odredite limese
° 2
s 34 x
o o A
(2]
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Promotrimo funkciju f(x) = x_lf kada malene vrijednosti varijable x.

5=
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Definicia
@ limx—, f(x) = oo ako za svaki M > 0 postoji § > 0 takav da
0<|x—al<dé =
o limy—, f(x) = :

f(x) > M.
>0 ako za svaki M

- 0 postoji §
0 -

(20)
0 takav da
Ix —al -

f(x) -

< —M.
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@ limx—, f(x) = oo ako za svaki M > 0 postoji § > 0 takav da
0<|x—al<d =

f(x) > M.
@ limx—, f(x) = —oo ako za svaki M > 0 postoji 6 > 0 takav da

(20)
0<|x—al<é =

f(x) < —M.
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Odredite jednostrane limese funkcije f(x) = %5 u to¢ki x = 2.
101
s
— 1 2 3 P s
-5
-10!
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Odredite jednostrane limese funkcije f(x) = In(|x|) u to&ki x = 0.
ol
1t
-10 -5 5 10
-2
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Objasnite zasto funkcija f(x) = xsin(x) nema limes kada x — +oco.
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