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Niz realnih brojeva je svaka funkcija f: N — R.

f(n) = an

n-ti €lan niza

(1)




KaZemo da niz realnih brojeva {a,} ima limes L € R ako za svaki € > 0 postoji ng € N takav da
n>n = J|an—L|<e.
Tada pisemo

lim a, = L.
n—oo
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KaZemo da niz realnih brojeva {a,} ima limes L € R ako za svaki € > 0 postoji ng € N takav da
n>n = J|an—L|<e.
Tada pisemo

lim a, = L.
n—-o00
Napomena

()
lan— L] <€

—

®3)

an€(L—e,L+¢)
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U svakoj e-okolini broja L nalazi se beskona¢no mnogo &lanova niza a,, n > ng.
Izvan te okoline nalazi se konaéno mnogo &lanova a1, az, ... an,



Definicija
KaZemo da niz realnih brojeva {a,} ima limes L € R ako za svaki € > 0 postoji ng € N takav da

n>n = |lan—L|l<e (2)

Tada pisemo

nIme an=L. (3)J

Napomena
lan— Ll <e <= ape(L—¢,L+¢)

U svakoj e-okolini broja L nalazi se beskonaéno mnogo &lanova niza a,, n > ngp.

Izvan te okoline nalazi se konaéno mnogo &lanova ar, az, . .. an,-

Ako niz ima limes, tada kaZemo da konvergira, u protivnom kaZemo da divergira.
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Definicija
KaZemo da niz realnih brojeva {a,} ima limes L € R ako za svaki € > 0 postoji ng € N takav da

n>n = |lan—L|l<e (2)

Tada pisemo

nIme an=L. (3)J

Napomena
lan— Ll <e <= ape(L—¢,L+¢)

U svakoj e-okolini broja L nalazi se beskonaéno mnogo &lanova niza a,, n > ngp.

Izvan te okoline nalazi se konaéno mnogo &lanova ar, az, . .. an,-

Ako niz ima limes, tada kaZemo da konvergira, u protivnom kaZemo da divergira.

Ako je ax = a za svaki k € N, tada kaZemo da je niz {a} stacionaran.
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an < M za svaki

n > nog.

«O» «F»r « 3 » o™

(4)

KaZemo da niz {a,} divergira prema oo, i pisemo lim,— o0 an = 00, ako za svaki M > 0 postoji
np € N takav da je
an > M zasvaki n> ng.
Sli¢no, kazemo da {an} divergira prema —oo, i pisemo lim,— o an = —o0, ako za svaki M < 0
postoji ng € N takav da je

(5)




an < M za svaki

(4)

KaZemo da niz {a,} divergira prema oo, i pisemo lim,— o0 an = 00, ako za svaki M > 0 postoji
np € N takav da je
an > M zasvaki n> ng.
Sli¢no, kazemo da {an} divergira prema —oo, i piemo lim,— o0 an = —00, ako za svaki M < 0
postoji ng € N takav da je

n > nog.
Ako postoji, limes niza je jedinstven.

(5)
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Neka su {an} i {bn} konvergentni nizovi, i neka su limp— o0 an = A i limp— 00 bp = B. Tada
vrijedi

(i) limph—oo(an + bn) = A+ B,
(i) limp— oo kan = kA za svaki k € R,
(iii) limp—oo anby = AB,
(iv) limp—oo(1/bp) = 1/B ako je by 0 i B #0,
(v) limp—oo(an/bn) = A/B ako je b, #0 i B # 0.
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Neka su {an} i {bn} konvergentni nizovi, i neka su limp— o0 an = A i limp— 00 bp = B. Tada
vrijedi

(i) limph—oo(an + bn) = A+ B,
(i) limp— oo kan = kA za svaki k € R,
(iii) limp—oo anby = AB,
(iv) limp—oo(1/bp) = 1/B ako je by 0 i B #0,
(v) limp—oo(an/bn) = A/B ako je b, #0 i B # 0.

KaZemo da je niz {a,} ogranien ako postoji M > 0 takav da je

lan] <M zasvaki neN. (6)
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Neka su {an} i {bn} konvergentni nizovi, i neka su limp— o0 an = A i limp— 00 bp = B. Tada
vrijedi

(i) limph—oo(an + bn) = A+ B,
(i) limp— oo kan = kA za svaki k € R,
(iii) limp—oo anby = AB,
(iv) limp—oo(1/bp) = 1/B ako je by 0 i B #0,
(v) limp—oo(an/bn) = A/B ako je b, #0 i B # 0.

KaZemo da je niz {a,} ogranien ako postoji M > 0 takav da je

lan] < M zasvaki né€N.

(6)

Ako lim,_—, o0 an = L postoji, tada je niz {a,} ogranien.




Eulerov broj kao limes niza
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Niz a, = (1 + %) konvergira prema Euleorovom broju e ~ 2.718,
1
lim (1 + 7) =
n— o0 n
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bk = an,

k=1,2,3,...
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Niz {b,} naziva se podniz niza {a,} ako postoje prirodni brojevi ny < n < n3... takvi da je

(@)

it
a



bk = an,

k=1,2,3,...

Niz {b,} naziva se podniz niza {a,} ako postoje prirodni brojevi ny < n < n3... takvi da je

Primijetimo da je k < ny za svaki kK € N.

(@)
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Primijetimo da je k < ny za svaki kK € N.

Na primjer, by = ax, je podniz

bk = an,

k=1,2,3,...

Niz {b,} naziva se podniz niza {a,} ako postoje prirodni brojevi ny < n < n3... takvi da je

(@)
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az, a4, a6, as,

a

(8)



Primjer
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Niz a, = ( — %) sin (”7") ima tri konvergentna podniza {az,}, {aan—1} i {aan+1}-
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Realni broj xp nazivamo se gomiliste niza {a,} ako postoji podniz {an, } koji konvergira prema xg.




Realni broj xp nazivamo se gomiliste niza {a,} ako postoji podniz {an, } koji konvergira prema xo.

Neka je C skup svih gomilista niza {a,}. Ako je {an} ograni¢en niz, tada definiramo

limsupa, =supC i liminfa, =inf C. 9)

Ako {an} nije ograni¢en odozgo, tada je
limsup a, = 4o0. (10)
Ako {an} nije ograni&en odozdo, tada je

liminf a, = —oco. (11)



Realni broj xp nazivamo se gomiliste niza {a,} ako postoji podniz {an, } koji konvergira prema xo.

Neka je C skup svih gomilista niza {a,}. Ako je {an} ograni¢en niz, tada definiramo

limsupa, =supC i liminfa, =inf C. 9)

Ako {an} nije ograni¢en odozgo, tada je
limsup a, = 4o0. (10)
Ako {an} nije ograni&en odozdo, tada je

liminf a, = —oco. (11)

limp— 00 an = L ako i samo ako je L = liminf a, = limsup aj,.




n,m > ng

=

Niz {a,} naziva se Cauchyev niz ako za svaki € > 0 postoji ng € N takav da

lan — am| < e.

(12)
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n,m > ng

=

Niz {a,} naziva se Cauchyev niz ako za svaki € > 0 postoji ng € N takav da

lan — am| < e.

Svaki konvergentni niz je Cauchyev niz.

(12)
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n,m > ng

=

Niz {a,} naziva se Cauchyev niz ako za svaki € > 0 postoji ng € N takav da

lan — am| < e.

Svaki konvergentni niz je Cauchyev niz.

(12)

Vrijedi i obrat ove tvrdnje.

Svaki Cauchyev niz realnih brojeva je konvergentan.
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Cauchyev niz u skupu @Q ne mora biti konvergentan = skup Q nije potpun.

Moguée je konstruirati niz racionalnih brojeva koji konvergira ka v/2 ¢ Q.
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