Diferencijalni i integralni racun I

Sasa Kresié-Jurié
Prirodoslovno—matematicki fakultet

Sveuciliste u Splitu



Sadrzaj

1 Skupovi i funkcije

1.1 Skupovi N, ZiQ . . . . .o e
1.2 Skup realnih brojeva . . . . . . ...
1.3 Supremum i infimum skupa . . . .. ..o
2 Nizovi
2.1 Limesmiza . . . . . . o .. L e e
2.2 Ograniteni Nizovi . . . . . . . . .. e
2.3 Podnizovi . . . . ...
2.4 Cauchyevniz . . . . . . . . .
3 Redovi
3.1 Konvergencijareda . . . . . . . ...
3.2 Kriteriji konvergencije . . . . . .. ..o L L
3.3 Apsolutna konvergencija . . . . . . . ...

4 Limes funkcije
4.1 Jednostrani limesi . . . . . . . .

4.2 Limes u beskonac¢nosti i beskona¢ni limes . . . . . . . ... ... ... ...

5 Neprekidne funkcije

5.1 Vrste prekida funkcije . . . . . .. .. L Lo
5.2 Jednostrana neprekidnost i neprekidnost na zatvorenom intervalu . . . . . .
5.3 Svojstva neprekidnih funkcija . . . .. ..o oo
5.4 Neprekidnost elementarnih funkcija . . . . . . ... ... 0 oL

6 Derivacija funkcije
6.1 Pravila deriviranja . . . . . . ... Lo L

6.2 Derivacije trigonometrijskih funkcija . . . . . . ... o000

o Ut i



SADRZAJ

6.3
6.4
6.5
6.6
6.7

Derivacija kompozicije funkcija . . . . . . ...
Derivacija inverzne funkcije . . . . . . .. ..o
Derivacija eksponencijalne i logaritamske funkcije . . . . . . . . .. ... ..
Derivacije arkus funkcija . . . . . . ... L oL

Logaritamska derivacija . . . . . . . . .. . L Lo

7 Teoremi diferencijalnog racuna

8 Primjene diferencijalnog racuna

8.1
8.2

8.3

L’Hospitalovo pravilo . . . . . . . . .. .. ..
Ispitivanje toka funkcije . . . . . . . ... oo
8.2.1 Imtervali monotonosti . . . . ... ... ... .. ... .. ... ...
8.2.2 Ekstremi funkcije . . . . . ...
8.2.3 Konveksnost i konkavnost . . . . . ... ...

Skiciranje grafa funkcije . . . . . ... L oo

9 Nizovi i redovi funkcija

9.1
9.2
9.3
9.4

Nizovi realnih funkcija . . . . . . . . ..o oL
Redovi realnih funkcija . . . . . . . .. Lo L
Vaznost uniformne konvergencije . . . . . .. .. .. o oo

Redovi potencija i Taylorovred . . . . . . . . .. ... ... ... ...

i

83
85
86
88
91

94

101
101
106
106
108
112
117



Poglavlje 1
Skupovi 1 funkcije

U matematickoj analizi pojmovi skup i funkcija su od fundamentalnog znacaja. Pretpos-
tavlja se da je citalac upoznat sa skupovima prirodnih, racionalnih i realnih brojeva, i
elementarnim funkcijama. Posebno, smatramo da je Citalac upoznat sa izgradnjom skupa
realnih brojeva. Stoga u ovom poglavlju dajemo kratak pregled samo nekih pojmova veza-

nih za skupove i funkcije koji su nam potrebni u kasnijim izlaganjima.

Pod pojmom skupa podrazumijevamo dobro definiranu kolekciju objekata koje nazivamo
elementi skupa. Kada kazemo da je kolekcija dobro definirana to znazi da na nedvojben
nac¢in mozemo utvrditi koji elementi pripadaju skupu. Skupove obi¢no oznac¢avamo velikim
slovima A, B, C'..., dok mala slova predstavljaju elemente skupa. Ako je x element skupa
S, tada pisemo z € S; u protivnom pisemo x ¢ S. Skup mozemo zadati tako da izlistamo
njegove elemente ili da opiSemo svojstvo koje na jedinstven nacin odreduje elemente skupa.
Na primjer, skup

G = {a, 5,76} (L.1)

mozemo definirati kao
G = {z | z je jedno od prva Cetiri slova gréke abecede }. (1.2)

Svaki element skupa potrebno je navesti toéno jedan put, a poredak nije vazan. Ako svi
elementi skupa A pripadaju skupu B, tada kazemo da je A podskup od B i pisemo A C B
(ili B 2 A). Za skupove A i B kazemo da su jednaki ako imaju iste elemente i pisemo
A=B. Akoje A C Bi A # B, tada pisemo A C B i kazemo da je A pravi podskup od
B. Ocigledno je A = B ako i samo ako je A C Bi B C A. Prazan skup 0 je skup koji ne

sadrzi ni jedan element. Skup koji sadrzi sve elemente u razmatranju nazivamo univerzalni
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skup i oznacavamo sa U. Za svaki podskup A univerzalnog skupa imamo
PCACU. (1.3)
Na skupovima definiramo sljedeée operacije.

(1) Unija skupova A i B
AUuB={z|ze€A ii ze€ B} (1.4)

U ovom kontekstu veznik “ili” je inkluzivan §to znac¢i da x moze bitiiu A iu B. Dakle,
A U B se sastoji od onih elemenata koji pripadaju bilo skupu A bilo skupu B, ili su

eventualnoiu Aiu B.

(2) Presjek skupova Ai B
ANB={z|z€A i z€ B} (1.5)

Presjek A N B sadrzi one elemente koji pripadaju i skupu A i skupu B.

(3) Komplement skupa A
A°={zeU|x ¢ A} (1.6)

(4) Razlika skupova A i B
A\B={z|zcA i z¢ B} (1.7)

(5) Kartezijev umnozak skupova A i B
Ax B={(a,b)|ac A, be B} (1.8)
Kartezijev umnozak se sastoji od uredenih parova (a,b) takvih dajea € Aib € B.

Uzimanje unije, presjeka i komplementa su tri osnovne operacije sa skupovima koje nazi-

vamo Booleove operacije. Booleove operacije zadovoljavaju sljedeca svojstva:

(1) komutativnost
ANB=BNA, AuB=BUA (1.9)

(2) asocijativnost

(ANB)NC=AN(BNC), (AUB)UC =AU(BUC) (1.10)

(3) idempotentnost
ANA=A, AUA=A (1.11)
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(4) distributivnost

AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AUBNC)=(AUB)N(AUQC) (1.12)

(5) de Morganovi teoremi

(ANB)* = A°UB°, (AUB)®=A°NB° (1.13)

(6) involutivnost

(A°)° = A (1.14)

Definicija 1.1 Neka su X 1Y neprazni skupovi. Funkcija f: X — 'Y je pravilo koje svakom

elementu x € X pridruzuje jedinstveni element y € Y.

Element y nazivamo slika elementa x i piSemo y = f(z). Skup X nazivamo domena funkcije,

a skup
fX)={f(z) |z € X} (1.15)
se nazivamo slika funkcije. Ako je f(X) =Y, tada kazemo da je f surjekcija na Y. Graf

funkcije je podskup kartezijevog umnoska X x Y definiran sa

G(f) = {2, f(2)) | = € X}, (1.16)

Ako su X CRiY C R podskupovi realnih brojeva, tada G(f) ¢esto mozemo predociti kao

krivulju u ravnini R? §to je uobi¢ajeno znacenje grafa funkcije.

Definicija 1.2 Neka je f: X — Y funkcija. Ako f(x1) = f(x2) implicira x1 = x4, tada
kaZemo da je f injekcija. Ako za svaki y € Y postoji x € X takav da je y = f(z), tada

kaZamo da je f surjekcija.

Drugim rijec¢ima, f je injekcija ako razli¢ite tocke u X preslikava u razlicite tocke u Y.
Sliéno, f je surjekcija ako je slika funkcije f(X) jednaka skupu Y. Ako je f: X — Y injek-

cija i surjekcija, tada kazemo da je f bijekcija.

Neka je f: X — Y injekcija. Tada se u svaki y € f(X) preslikava jedinstveni z € X, pa

mozemo definirati inverzno preslikavanje f~1: f(X) — X pravilom
f~Yy) =2z akoisamo akoje f(z)=1y. (1.17)

Inverzna funkcija f~1: f(X) — X je o¢igledno bijekcija.
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Pretpostavimo sada da su zadane dvije funkcije f: X — Y i g: Y — Z. Kompoziciju

go f: X — Z definiramo pravilom

(g0 f)z) =9g(f(z)), zeX (1.18)

Komporzicija g o f djeluje na tocku = tako da prvo f djeluje na z, a zatim g djeluje na f(x).
Za dvije funkcije f: X - Y i g: X — Y kazemo da su jednake ako je f(z) = g(z) za svaki
x € X. Ponekad je potrebno promatrati restrikciju funkcije f: X — Y na podskup A C X.
U tom slucaju restrikciju fq: A — Y definiramo sa fa(x) = f(x) za svaki x € A.

Funkciju idx : X — X definiranu sa idx (z) = = za svaki € X nazivamo identiteta na X.
Ova funkcija svaki element x € X preslikava na samog sebe. Identiteta idx je ocigledno
bijekcija i vrijedi id}l = idx. Neka je f: X — Y injekcija i neka je f~': f(X) — X
inverzno preslikavanje. Iz definicije inverzne funkcije slijedi

flof=idx, fof ' =idsx). (1.19)

U posebnom sluéaju kada je f: X — X bijekcija imamo fo f~' = f~lo f =idx.

1.1 Skupovi N, ZiQ
Brojevi 1,2, 3, ... nazivaju se prirodni brojevi. Oni tvore skup prirodnih brojeva
N={1,2,3,...}. (1.20)

Skup N je beskonac¢an pa ne mozemo navesti sve njegove elemente. Zbog toga se sluzimo
tockicama “...” koje znace “i tako dalje”. Skup prirodnih brojeva ima jedno vazno svojstvo
poznato kao aksiom o matematickoj indukciji. To svojstvo nam omogucava da iz izvjesnih
svojstava podskupa M C N zaklju¢imo da je M = N.
Aksiom o matematickoj indukciji
Neka je M C N. Pretpostavimo da M ima sljedeta svojstva:

(i) 1e M,

(i) neM = n+1€Mzasvakine M.
Tada je M = N.

Aksiom o matematickoj indukciji se koristi za dokazivanje razli¢itih tvrdnji u matematickoj

teoriji, a napose za proucavanje beskonac¢nih skupova.
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Primjer 1.1 (Bernoullijeva nejednakost) DokaZite da je
l1+x)">14+nx, z>-1 (1.21)
za svaki n € N.

Nejednakost (1.21) ocigledno vrijedi za n = 1. Neka je M skup svih prirodnih brojeva za
koje vrijedi ova nejednakost. M je neprezan skup jer je 1 € M. Neka je sada n € M. Tada
je

l1+x)">14+nx, z=>-1. (1.22)

Odavde slijedi
(1+2)"" = 142)"A+z)> Q+nz)(1+2z) =1+ (n+Dz+nz® > 1+ (n+ Dz, (1.23)

§to implicira n 4+ 1 € M. Dakle, pokazali smo da n € M povla¢i n+ 1 € M, pa je prema
aksiomu o matematickoj indukciji M = N. Time je dokazano da Bernoullijeva nejednakost

vrijedi za svaki prirodni broj n. B

Brojeve 0,1, —1,2, —2,... nazivamo cijeli brojevi. Skup cijelih brojeva oznacavamo sa Z,
Z={0,1,-1,2,-2,...}. (1.24)

Broj 0 ima istaknuto mjesto u skupu Z jer je to jedinstveni cijeli broj sa svojstvom 0+ z =
x4+ 0 = x za svaki x € Z. Racionalni brojevi su brojevi oblika m/n gdje su m € Z in € N.

Skup racionalnih brojeva oznacavamo sa Q, dakle,
Q:{%mez,neN}. (1.25)

Skup Q je gust u smislu da za svaka dva racionalna broja a,b € Q, a < b, postoji c € Q
takav da je a < ¢ < b. Doista, ako su a =m/nib=p/qegdjesum,p € Zin,q €N, tada je

a+b mq+np
2 2ng

c= (1.26)

racionalan broj takav da je a < ¢ < b. Ovo svojstvo gustoée nemaju skupovi prirodnih i
cijelih brojeva.
1.2 Skup realnih brojeva

Poznato je da postoje brojevi koje ne mozemo zapisati u obliku razlomka m/n, m € Z,
n € N. Primjer takvog broja je v/2. Cinjenicu da v2 ¢ Q mozemo dokazati metodom
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kontradikcije. Pretpostavimo da je /2 = m/n za neke m € Z i n € N, i pokazimo da
ova pretpostavka vodi na kontradikciju. Buduéi da je v/2 > 0, to je m € N. Razlomak
m/n mozemo potpuno skratiti pa pretpostavimo da su m i n relativno prosti. Kvadrira-
njem izraza /2 = m/n dobivamo m? = 2n? $to implicira da je m?, pa dakle i m paran
broj. Stoga je m = 2k za neki k € N. Sada (2k)? = 2n? daje n? = 2k? §to implicira da
je n takoder paran broj, n = 2[ za neki [ € N. ZakljuCujemo da m i n imaju zajednicki

faktor 2 §to je u kontradikciji sa pretpostavkom da su m i n relativno prosti. Dakle, v/2 ¢ Q.

Na slican naéin se moze pokazati da v/2,v/3 i v/5 nisu racionalnih brojevi. Iz tog razloga
uvodimo prosirenje skupa Q na skup realnih brojeva koji oznacavamo sa R. Skup realnih
brojeva ima svojstvo da svakoj toc¢ki na brojevnom pravcu mozemo pridruziti to¢no jedan
realan broj. Skup Q je pravi podskup skupa R, a realne brojeve koji nisu racionalni nazivamo

iracionalni brojevi. Primjeri iracionalnih brojeva su v/2,v/3, V5, e, 7.

Aksiomi skupa realnih brojeva

Postoji nekoliko pristupa konstrukciji skupa realnih brojeva R. Jedan od njih je aksiomatski
pristup u kojem su svojstva realnih brojeva opisana aksiomima koji R definiraju kao potpuno
i uredeno polje. Na skupu R definirane su dvije binarne operacije + i - (koje nazivamo

zbrajanje i mnozenje, redom) i binarna relacija < sa sljedeé¢im svojstvima:
A1l Zbrajanje je asocijativno,

(a+b)+c=a+(b+c) zasvaki a,b,ceR. (1.27)

A2 Zbrajanje je komutativno,

a+b=b+a zasvaki a,beR. (1.28)

A3 Postoji element 0 € R takav da je 0 + a = a za svaki a € R.
A4 Za svaki a € R postoji element —a € R takav da je a + (—a) = 0.
A5 Mnozenje je asocijativno,

(a-b)-c=a-(b-c) zasvaki a,b,ceR. (1.29)

A6 Mnozenje je komutativno,

a-b=>b-a zasvaki a,beR. (1.30)
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A7 Postoji element 1 € R takav da je a -1 = a za svaki a € R.

A8 Za svaki a € R, a # 0, postoji element a~! = 1/a € R takavdaje a-a~! = 1.

A9 Mnozenje je distributivno u odnosu na zbrajanje

a-(b+c)=a-b+a-c

(1.31)

Skup R zajedno sa aksiomima Al — A9 tvori polje. Na ovom polju definirana je relacija

uredaja < koja ima sljede¢a svojstva:

A10 Za svaki a,b € R vrijedi
a=0b i a<b ili b<a.

All a <bib<aakoisamo ako je a =0b.
A12 Uredajna relacija je tranzitivna,

a<b i b<c = a<ec

A13 Uredajna relacija je u skladu s zbrajanjem,

a<b = a+c<b+c zasvaki

A14 Uredajna relacija je u kompatibilna s mnozenjem,

0<a i 0Z5b = 0<ZLab

(1.32)

(1.33)

ceR. (1.34)

(1.35)

Ako je z < y iz # y, tada piSemo x < y, odnosno y > x. Za skup R koji zadovoljava

aksiome Al — Al4 kazemo da je uredeno polje.

A15 (Arhimedov aksiom) Za svaka dva realna broja a > 01 b > 0 postoji n € N takav da je

na > b.

Kada aksiomima Al — A14 pridodamo Arhimedov aksiom, kazemo da je R uredeno Arhi-

medovo polje.
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1.3 Supremum i infimum skupa
Intervali su osnovni podskupovi skupa R s kojima ¢emo se Cesto susretati. Neka su a,b € R
gdje je a < b. Ograniceni interval je skup oblika
[a,b) ={z e R|a <z <b}, (a,b) ={x € R |a <z < b}, (1.36)
[a,b) ={z € R|a <z <b}, (a,b] ={z € R|a <z <b}. (1.37)

Interval [a,b] se naziva zatvoreni interval, a (a,b) nazivamo otvoreni interval. Ograniceni

intervali [a, b) i (a,b] nisu ni otvoreni ni zatvoreni. Neograniceni interval je skup oblika
[a,00) ={z € R |z > a}, (—00,b] ={z e R |z < b}, (1.38)
(a,00) ={z e R |z >a}l, (—o0,b) ={z e R|z < b}. (1.39)

U ovoj notaciji pisemo R = (—o0, 00).

Definicija 1.8 Neprazan skup S C R je odozgo ograniéen ako postoji M € R takav da je

x < M za svakix € S. Svaki broj M sa navedenim svojstvom naziva se majoranta ili gornja

meda skupa S. Ako skup S nije odozgo ogranicen, kaZemo da je S odozgo neogranicen.

Primjer 1.2 Skup (—o0,b] = {x € R | x < b} je odozgo ogranicen. Gornja meda skupa je

b, kao i svaki realni broj a > b.

Primjer 1.3 Skup prirodnih brojeva N nije odozgo ogranicen jer za svaki M € R postoji

n € N takav da je n > M. Skupovi Z: i Q takoder nisu odozgo ograniceni.

Neka je S odozgo ogranicen skup. Tada S ima beskonatno mnogo gornjih meda, pa se
prirodno postavlja pitanje da li postoji najmanja gornja meda. Na primjer, svaki realni

broj = > 0 je gornja meda skupa (—o0, 0] s tim da je jasno da je 0 najmanja gornja meda.
Definicija 1.4 Neka je S C R odozgo ogranicen skup. Realan broj L naziva se supremum
skupa S ako vrijedi

(i) x < L za svaki x € S,

(ii) za svaki e > 0 postoji x € S takav da je L —e < x.

Supremum skupa S oznacavamo sa

L=supS ili L=supuz. (1.40)
x€S

Ako je L € S, tada kaZemo da je L maksimum ili najveéi element skupa S, i piSemo

L=maxS ili L=maxuz. (1.41)
z€S
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Svojstvo (i) kaze da je L gornja meda od S, a svojstvo (ii) da je L najmanja gornja meda

od S. Ako S C R nije ograni¢en odozgo, tada pisemo
sup S = +00. (1.42)

Primjer 1.4 Skupovi A = [0,1) ¢« B = [0,1] imaju supremum L = 1, ali L ¢ A dok je
L € B. Stoga pisemo supA =1 imaxB = 1.

Primjer 1.5 Odredite supremum skupa

S:{nil\neN} (1.43)

Skup S je ogranicen odozgo jer je n/(n+1) < 1 za svaki n € N. Pokazimo da je 1 najmanja

gornja meda od S. Neka je € > 0. Tvrdimo da postoji n € N takav da je

l—e< (1.44)

Da je ovo doista istina vidimo rjeSavanjem nejednadzbe (1.44). Mnozenjem sa n+ 1 > 0
dobivamo

n>1—-¢e)(n+l)=n—en+1—¢ (1.45)
§to implicira

1—
n> 55. (1.46)

Dakle, za svaki n € N koj zadovoljava nejednakost (1.46) vrijedi (1.44). Time smo pokazali

da je 1 najmanja gornja meda od S, odnosno sup S =1. &

Sliéna razmatranja vrijede za odozdo ograni¢ene skupove.

Definicija 1.5 Neprazan skup S C R je odozdo ogranicen ako postoji m € R takav da je
m <z za svaki x € S. Svaki broj m sa navedenim svojstvom naziva se minoranta ili donja

meda skupa S. Ako S nije odozdo ogranicen, kaZemo da je S odozdo neogranicen.

Analogno pojmu supremuma mozemo definirati najveéu donju medu koju nazivamo infimum

skupa.

Definicija 1.6 Neka je S C R odozdo ogranicen skup. Realan broj K naziva se infimum

skupa S ako vrijedi
(i) K <z za svaki z € S,

(ii) za svaki e > 0 postoji x € S takav da je x < K + €.
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Infimum skupa S oznacavamo sa

K=infS ili K= ingx. (1.47)
faS

Ako je K € S, tada kaZemo da je K minumum ili najmangi element skupa S, i pisemo

K=minS ili K =minx. (1.48)
xeS

Ako S C R nije ograni¢en odozdo, tada pisemo
inf S = —o0. (1.49)

Za neprazan skup S C R kazemo da je ogranic¢en ako je ograni¢en odozdo i odozgo. U
protivnom kazemo da je S neogranic¢en skup. Na primjer, skupovi Z i Q su neograniceni, dok
je N ogranicen odozdo i neograni¢en odozgo. Ako je S ogranic¢en skup, tada je sup .S < oo
iinf.S > —o0, i ocigledno je

S C [inf S, sup S]. (1.50)

Sva svojstva navedena u aksiomima Al — A15 ima i skup racionalnih brojeva Q. Stoga je Q
uredeno Arhimedovo polje. Medutim, novo vazno svojstvo skupa R koje ne vrijedi u skupu

Q je dano sljede¢im aksiomom.
A16 (Dedekindov aksiom) Svaki odozgo ograni¢en skup S C R ima supremum u R.

Sljededi primjer pokazuje da skup Q ne zadovoljava Dedekindov aksiom. Neka je
K={zxecQ|z*<2}. (1.51)

Tada je —v/2 < z < /2 za svaki z € K. Neka je € > 0. Kako je skup Q gust u skupu R,
postoji z € Q takav da je V2 — e < z < /2 §to povlaci da je sup K = /2 ¢ Q.

Dedekindov aksiom se naziva jo§ i aksiom o potpunosti skupa realnih brojeva. Iz Dedekin-
dovog aksioma se moze pokazati da svaki odozdo ogranic¢en skup S C R ima infimum u R.

Za skup R zajedno s aksiomima A1l — A16 kazemo da je potpuno uredeno polje.



Poglavlje 2

Nizovi realnih brojeva

2.1 Limes niza

Niz je svaka funkcija ¢ija domena je skup prirodnih brojeva. U ovom poglavalju ¢emo
proucavati nizove realnih brojeva Sto ¢e nas dovesti do pojma limesa. Ovaj pojam ¢emo

prosiriti na funkcije realne varijable u sljede¢em poglavlju.
Definicija 2.1 Niz realnih brojeva je svaka funkcija f: N — R.

Uobicajeno je da se vrijednost funkcije f(n) oznacava s a,. Niz oznacavano s {a,} ili

ai,as,as, ..., a realni broj a, nazivamo n-ti ¢lan niza.
Primjer 2.1 Odredite nekoliko prvih ¢lanova niza {a,} gdje je
(a) an=1-— %;

(b) a1 =ax =1, ap = apn—1 + an—2,

(c) ap, =c, c€R.

U primjeru (a) imamo

1 1 1 3 1 7
— 1 _ —_- = - = 1 _— = — = 1 T Y/ T e e 2-1
ai 9 27 a2 4 47 as ] 87 ( )
Clanovi niza u primjeru (b) su dani sa
a1=1,a0=1,a3=2,a4=3,a5=5, ag =8, ay =13,... (2.2)

Ovaj niz naziva se Fibonaccijev niz. To je niz je rekurzivno definiran jer je vrijednost
koeficijenta a, odredena koeficijentima a,—; i a,—2. U primjeru (c) svi ¢lanovi niza su
jednaki,

C,CCynny (2.3)

11
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Slika 2.1: Niz a,, = nL-l—l

stoga ovaj niz nazivamo stacionaran niz. B

Jedan od vaznih pojmova u teoriji nizova je konvergencija niza. Prirodno je zapitati Sto se
desava s ¢lanovima niza {a,} kada indeks n raste. Na primjer, na slici 2.1 primije¢ujemo

da niz
n

Qp = ——,
" n4+1

(2.4)

tezi prema 1 kada n postaje velik. U tom slucaju kazemo da niz {a,} konvergira prema 1.

Ovu ideju ¢emo formalizirati u sljedecoj definiciji.

Definicija 2.2 KaZemo da niz realnih brojeva {an} ima limes L € R ako za svaki € > 0

postoji ng € N takav da

n>ny = J|a,—L|<e. (2.5)
Tada pisemo
lim a, = L. (2.6)
n—oo

Prema ovoj definiciji realan broj L je limes niza {a,} ako razliku |a,, — L| mozemo napraviti
po volji malom ako je indeks n dovoljno velik. Nadalje, L ima svojstvo da se izvan svake
e-okoline broja L nalazi samo kona¢no mnogo ¢lanova niza {a,}, dok se unutar e-okoline

niza nalazi beskona¢no mnogo ¢lanova niza za svaki € > 0.

Ako niz {a,} ima limes, tada kazemo da niz konvergira, u protivnom kazemo da divergira.
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Definicija 2.3 Kazemo da niz {a,} divergira prema oo, i pisemo lim,_, o an, = 00, ako za

svaki M > 0 postoji ng € N takav da je
an > M  za svaki n > ng. (2.7)

Sliéno, kazemo da {a,} divergira prema —oo, i piSemo lim, .o a, = —00, ako za svaki
b n ) n—oo “'n ’

M < 0 postoji ng € N takav da je

ap < M za svaki n > ng. (2.8)
Primjer 2.2 PokaZimo da je
1
lim — =0. (2.9)
n—oo n

Prema Arhimedovom aksiomu za svaki € > 0 postoji ny € N takav da je 1/ng < ¢ Tada za

svaki n > ng vrijedi
1 1 1
‘——0’:—<—<e. (2.10)
n n - ng

Time je dokazano da je lim,, .o 1/n = 0 jer je € > 0 odabran proizvoljno. W

Primjer 2.3 Pokazimo da je

lim (1-— i) =1. (2.11)

n—oo on

Neka je ap, = 1 — 2%, i neka je ¢ > 0. Koristeé¢i Bernoullijevu nejednakost (1.21) dobivamo

‘a —1|—i— 1 < 1 <l
" S2n e (141" T a4+l T n

(2.12)

Za odabrani € > 0 postoji ng € N takav da je 1/ng < . Stoga za svaki n > ng vrijedi

]an—1|<l<i<s, (2.13)
n no

¢ime je tvrdnja dokazana. W

Primijetimo da za stacionarni niz {a, = ¢} trivijalno vrijedi lim,,—,oc a, = ¢ jer za svaki
€ > 01isvaki n € N imamo
lan —c| =|c—c|=0<e. (2.14)

Primjer 2.4 Pokazite da niz {(—1)"*'} divergira.
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Prvih nekoliko ¢lanova niza je dano sa
1,-1,1,—-1,... (2.15)

Intuitivno je jasno da ovaj niz divergira jer ¢lanovi niza stalno izmjenjuju vrijednosti 1i —1
kada n — oo. Pretpostavimo da je lim, . a, = L za neki L € R gdje je a, = (—1)"T1,
Tada je |a, — L| = |1 — L| za neparan n ili |a, — L| = | —1— L| = |1 + L| za paran n. Neka
je R =max{|l — L|,|1+ L|} > 0. Prema pretpostavci, za 0 < ¢ < R postoji ng € N takav
da je

lap, — L| <& zasvaki n > ng. (2.16)
Medutim, |a,, — L| = R ili za paran n ili za neparan n §to vodi na kontradikciju da je R < €.

Dakle, niz {a,} divergira . B

Teorem 2.1 Ako postoji, limes niza je jedinstven.

Dokaz. Pretpostavimo da niz {a,} ima dva limesa,
lim a, =Ly i lim a, = Lo. (2.17)
n—oo n=oo

Odaberimo ¢ > 0. Tada za § > 0 postoje n; € N and ny € N takvi da

n>n = |an—L1]<§, (2.18)
n>ny = |an—L2]<g. (2.19)

Neka je ng = max{ni,ns}. Tada za n > ny imamo
lan — L1 <§ i |an — Lol <§. (2.20)

Ako je n > ng, tada iz (2.20) slijedi

€
2
Kako je € > 0 proizvoljno odabran, jednadzba (2.21) implicira da je |L; — Leo| manje od

3
|L1—L2|:\L1—an+an—L2|§|an—L1|+|an—L2|<§+ = €. (2.21)

bilo kojeg pozitivnog realnog broja. To je mogucée samo ako je L; = Lo, stoga je limes

jedinstven. H

Sada ¢emo promotriti neka osnovna svojstva konvergentnih nizova, uklju¢ujudi i pravila za

racunanje limesa niza.

Definicija 2.4 KazZemo da je niz {a,} ograniéen ako postoji M > 0 takav da je

lan| < M za svaki n € N. (2.22)
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Sliéno se definira niz ogranicen odozgo ili ogranicen odozdo.
Lema 2.1 Ako lim, . a, = L postoji, tada je niz {a,} ogranicen.

Dokaz. Za ¢ = 1 postoji ng € N takav da je |a, — L| < 1 za svaki n > ng. Odavde slijedi

da je
lan| — |L| < lan, — L| <1 zasvaki n > nog, (2.23)
odnosno
lan| <1+ |L| zasvaki n > ng. (2.24)
Neka je M = max{|a1|,|a2],...,|an,|, 1+ |L|}. Tada je ocigledno
lan| <M zasvaki n > ng, (2.25)

sto dokazuje da je niz {a,} ogranicen. W

Ograni¢en niz ne mora biti konvergentan. Na primjer, niz a,, = (—1)"*! je ogranicen jer je

"+l ne postoji. Lema 2.1 je korisna u dokazivanju

lan| <1 za svaki n € N, ali lim,,_,o0(—1)
da odredeni niz ne konvergira, jer ako {a,} nije ogranic¢en, tada lema 2.1 implicira da
lim,,—,o0 @, ne postoji. Na primjer, niz {y/n} nije ogranicen stoga on divergira, i vrijedi

lim,, s /1 = 00,

Teorem 2.2 (Teorem o uklijestenom nizu) Pretpostavimo da je ap, < b, < ¢, za svaki

n € N. Ako je lim, .o ap = lim, o ¢, = L, tada je limy, oo by, = L.

Dokaz. Iz nejednakosti a,, < b, < ¢, dobivamo

an—L<b,—L<c¢c,—1L, (2.26)
odakle slijedi
b — L <|cp, — L] (2.27)
i
—(b, — L) < —(an — L) < |a, — L. (2.28)

Za odabrani € > 0 postoje n1,ne € N takvi da je |¢, — L| < e za svakin > nq, 1 |a, —L| < ¢

za svaki n > ny. Neka je ng = max{nj,ns}. Tada za svaki n > ng vrijedi
by —L<l|en—Ll<e i —(by—L)<lap—L|<e, (2.29)

§to implicira |b, — L| < e. Dakle, lim,, oo b, = L. B
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Jasno je da ovaj teorem vrijedi i ako je a, < b, < ¢, za svaki n > N gdje je N neki prirodni
broj. Ovaj teorem nam dozvoljava da odredimo limes niza {b,} ako je poznat limes nizova

{an} i{c,} izmedu kojih je uklijesten niz {b,}.

Odredivanje limesa primjenom definicije 2.2 nije prakti¢no jer najprije trebamo imati kan-
didata za limes, a zatim provjeriti da taj broj zaista zadovoljava definiciju 2.2. Medutim,

odredivanje limesa olakSavaju nam pravila za racunanje limesa dana sljede¢im teoremom.

Teorem 2.3 Neka su {a,} i {b,} konvergentni nizovi, i neka su lim, o a, = A i

limy,— 00 by = B. Tada vrijeds
(1) limy,_oo(an +by) = A+ B,
(i) limy, o0 ka, = kA za svaki k € R,
(#4i) im0 anb, = AB,
() lim,—oo(1/by) = 1/B ako je b, # 0 i B # 0,
(v) limy,— o0 (an/by) = A/B ako je b, #0 i B # 0.
Dokaz. (i) Odaberimo € > 0. Tada za £/2 > 0 postoji n; € N takav da
n>ny = J|a,— A< g (2.30)
Sliéno, postoji ny € N takav da
n>ny = |bp—B|< g (2.31)
Ako je ng = max{ni,n2}, tada za n > ngy imamo
l(an + bn) — (A+ B)| = [(an — B) + (by — B)| < |an — A + |bp — B| < %+§ —c (2.32)
Dakle, pokazali samo da za svaki € > 0 postoji ng € N takav da je
|(an +bp) — (A+ B)| <e zasvaki n > ng. (2.33)

Ovo pokazuje da je lim,, o (an +b,) = A+ B.

(ii) Ako je k = 0, tada je rezultat ocigledan jer je |ka,, — kA| = 0 za svaki n € N. Pretpos-
tavimo da je k # 0 i odaberimo ¢ > 0. Tada za ¢/|k| > 0 postoji ngp € N takav da

n>ny = J|a,— A< (2.34)
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Dakle, za n > ng vrijedi

g

\kan, — kA| = |k||an, — A| < |k| ]

=e, (2.35)
¢ime je dokazano da je lim, .. ka, = kA.

(iii) Prema lemi 2.1, niz {a,} je ogranicen jer je konvergentan. Neka je M > 0 takav da je
|an| < M za svaki n € N. Odaberimo € > 0. Tada postoji n1 € N takav da za svaki n > ny

vrijedi
€
an— A< — " 2.36
i postoji ng € N takav da za svaki n > ng imamo
by — B| < — (2.37)
" 2M ‘
Neka je ng = max{ni,ns}. Tada za svaki n > ng dobivamo
lanb, — AB| = |anby, — anB + ap, B — AB]
< |anby, — anB| + |a, B — AB|
= lan||bn — B[ + B |an — 4]
€ € e €
<M—+4+|BlmF—=<-+-=c¢ 2.38
ot TIPSy <2t (2:38)

Primijetimo da smo u nejednakosti (2.36) radije odabrali ocjenu ¢/(2(1 + |B]|)) umjesto
¢/(2|B]) jer B moze biti nula. Time je dokazano da je lim, . a,b, = AB.

(iv) Neka je B # 01 by, # 0 za svaki n € N. Za € = | B|/2 postoji n; € N takav da

B
n>ng = ]bn—B1<%. (2.39)

Medutim,
|B| = |bn| < |B = bal, (2.40)

§to zajedno sa (2.39) implicira |b,| > |B|/2 za svaki n > n;. Takoder, postoji ny € N takav

da )
B
n>ny = |bp—B|< E|2| . (2.41)

Ako je ng = max{ni,n2}, tada za n > ng imamo

1‘\bn—B\<5]B|2 1 <E|B‘i:€ (2.42)

1
bo Bl |bal|Bl = 2 |bal[B] T 2 [B
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gdje smo uzeli u obzir da je 1/|b,| < 2/|B|. Ovo pokazuje lim,,_,~ 1/b, = 1/B.

(v) Kako je limy,—~ 1/b, = 1/B, primjenom rezultata (iii) dobivamo

. ap .1 1 A
nll_}Irolo b nh_)ngo Ean =5 A= I (2.43)

Tlustrirajmo na sljedeé¢im primjerima kako se gore navedeni teoremi mogu koristiti za odre divanje

limesa.

Primjer 2.5 Odredite

41
lim .
n—oo n2 + 3n

(2.44)
Dijeljenjem brojnika i nazivnika sa n?, te primjenom pravila iz teorema 2.3 dobivamo

2n% + 1 24 L  liMnoo (2 + #)
lim —5—— = lim —2 =

n

Climp e 2+ limy e 7y 2

=2 (2.45)

T olimgy oI+ lim, o2 1

Provjerimo da je rezultat toCan tako Sto ¢emo pokazati da broj 2 zadovoljava definiciju

limesa. Neka je € > 0. Primijetimo da je

2n? + 1 2‘_’2n2+1—2(n2+3n)H1—6n‘
n2 -+ 3n N n2 + 3n n2+ 3n
6n—1 6n 6

n2+3n n?2 n (2.46)
Odaberimo ng € N dovoljno velik takav da je 1/ng < /6. Tada za n > ngy imamo
2n? +1 6 6
- 2| < - < — <& 2.47
n?+3n n  no c (2.47)
[ |
Primjer 2.6 PokazZite da je
lim o'/ =1 za svaki a > 0. (2.48)

n—oo



POGLAVLJE 2. NIZOVI 19

(i) Pretpostavimo da je a > 1. Tada je a'/™ > 1 za svaki n € N. Definirajmo niz b, =
al/" —1>0. Tada je a*/™ = 1+ b, stoga je

a=(14b,)" >1+nb, (2.49)
prema Bernoullijevoj nejednakosti (1.21). Dakle,

0<b, <t

- (2.50)

Ocigledno je lim, . (a — 1)/n = 0, stoga prema teoremu o uklijestenom nizu 2.2 imamo
limy, 00 by, = 0. Odavde slijedi lim,, o0 a'/™ = lim,, oo (1 + by) = 1.

(ii) Pretpostavimo da je 0 < a < 1. Tada je 1/a > 1 pa vrijedi

lim ¢!/ = lim
n—oo n—oo (l)ﬁ
a

=1 (2.51)

jer je limy, oo(1/a)Y/™ = 1 prema rezultatu (i). Dakle, lim, ., a'/™ = 1 za svaki a > 0. B

2.2 Ograniceni nizovi

U prethodnom odjeljku smo pokazali da je konvergentan niz nuzno ogranicen, ali ograni¢en
niz ne mora biti konvergentan. Sada ¢emo prouciti svojstva ograni¢enih nizova i pokazati
da uz neke dodatne uvjete ograniceni niz konvergira. Takoder ¢emo promatrati podnizove

ogranic¢enih nizova.

Definicija 2.5 KaZemo da je niz {a,} monotono rastuci ako je ap, < any1 za svakin € N
(ili strogo rastuéi ako je an < ant1 za svakin € N). Sli¢no, kazemo da je {a,} mononotono
padajuéi niz ako je ap > ant1 za svakin € N (ili strogo padajuéi ako je a, > ant+1 za svaki
neN).

Na primjer, niz {15} je strogo rastudi jer je

n+1 n 1
—ap = - = >0, 2.52
Il = = 09 "+l (n+2)(n+ 1) (2:52)
dok je niz {77%5} strogo padajudi jer je
3 3 3
Upi1 — Qp = < 0. (2.53)

" n+6 ntbd5  (n+6)(n+5)

Teorem 2.4 Neka je {a,} monontono rastuci niz koji je ogranicen odozgo. Tada {ay}

konvergira i limy,_,o a, = sup{a,}.
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Dokaz. Skup {a,} je ograni¢en odozgo, pa prema Dedekindovom aksiomu ima supremum
u R, sup{a,} = L. Tada za € > 0 postoji np € N takav da je L — ¢ < a,, < L. Ako je

n > ng, tada zbog monontonosti niza imamo
L—e<ap, <ap <L, (2.54)

§to povlaci
lan, — L| < e. (2.55)

Dakle, lim,, ,o, a, = L = sup{a,}. &

Slican rezultat vrijedi za monotono padajuée nizove, lim,,_, a, = inf{a,}.

Primjer 2.7 Svaki decimalni broj oblika 0.didads ... prestavlja jedinstveni realni broj u

intervalu [0, 1].
Neka su d,,, n € N, brojevi iz skupa {0,1,2,...}. Definirajmo niz

a] = Odl
ag = O.dldQ

Ay = 0.d1d2 PN dn

Niz {a,} je monotono rastudi jer je an+1—a, = 0.00...d,+1 > 0. Takoder, niz je ogranicen
odozgo sa 1, pa prema teoremu 2.4 niz ima limes lim,,_ a, = A. Ovaj limes je realni broj u

intervalu [0, 1] kojeg prikazujemo u obliku beskona¢nog decimalnog broja A = 0.d;dads . . ..
|

Ponekad je limes niza tesko odrediti, medutim teorem 2.4 nam daje uvjete pod kojima

mozemo barem dokazati egisitenciju limesa. Promotrimo niz definiran s

= (1 + 1)". (2.56)

n

Koristeéi Newtonovu binomnu formulu moze se pokazati da je niz {a,} monotono rastuéi,

an < an+1, 1 ogranic¢en odozgo jer je

an <3 zasvaki neN. (2.57)



POGLAVLJE 2. NIZOVI 21

....................
...
[ e
265 e
I T
[ ]
[ ]
[ [ ]
2,60 |- .
i [ ]
r °
255 - .
[ ]
250
[ .
245
r [ ]
10 2 - . 50

Slika 2.2: Niz a,, = (1 + %)" konvergira prema broju e.

Prema teoremu 2.4 niz {a,} ima limes koji ne prelazi 3. Ovaj limes oznac¢avamo sa e,

tim (1+ l)n —e, (2.58)

n—oo n
i nazivamo Eulerov broj. Priblizna numericka vrijednost Eulerovog broja je e ~ 2.718. Niz

(2.56) prikazan je na slici 2.2.

2.3 Podnizovi

Definicija 2.6 Niz {b,} naziva se podniz niza {an} ako postoje prirodni brojevi n; < ng <
ns... takvi da je
by = n,s k=1,2,3,... (2.59)

Primijetimo da je k < ny za svaki k € N.
Primjer 2.8

Promotrimo niz )
an = <1 - E) sin (n—27r> (2.60)

Lako se vidi da niz divergira jer sin (%) prima diskretne vrijednosti 0, £1, ovisno o indeksu
n, dok (1 —1/n) konvergira prema 1. Medutim, sljedeéi podnizovi konvergiraju:
(i)

1
gy = (1 - %) sin(kn) =0, k=1,2,3,... (2.61)
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(if)

1 Ak +1 1
a4k+1:(1— )m(u):l—%—ﬂ, k=0,1,2,... (2.62)

(iif)

1 Ak —1 1
a4k_1:(1—4k_1>sin<%>:—<1—4k_1>, k=1,23,... (263

Podniz {ag} je stacionaran niz koji konvergira prema 0, podniz {a4x+1} konvergira prema
1, dok podniz {asr—1} konvergira prema —1. Podnizove niza (2.60) lako uocavamo na slici
23. 1

Dakle, iako niz {a,} ne konvergira, sadrzi tri konvergentna podniza. Jasno je da ako niz
{an} sadrzi podnizove koji konvergiraju prema razli¢itim limesima, tada {a,} divergira.

Lema 2.2 Niz {a,} konvergira prema L ako i samo ako svaki podniz niza {a,} konvergira

prema L.

Dokaz. Pretpostavimo da je lim, . a, = L. Neka je {a,, } podniz niza {a,}. Za svaki

€ > 0 postoji ng € N takav da
n>ny = |ap—L|<e. (2.64)

Neka je ko € N takav da je ng, > ng. Tada za svaki k > kg imamo nj > ny, > ng pa vrijedi

|an, — L| < e. Dakle, podniz {a,, } konvergira prema L. S druge strane, ako svaki podniz
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konvergira prema L, tada je lim,,_. a, = L jer je niz {a,} podniz samoga sebe. B

Jedan od vaznih rezultata o nizovima kazuje da svaki ogranic¢en niz nuzno ima konvergentan

podniz. Da bismo dokazali ovaj rezultat potrebno nam je sljedeé¢e svojstvo realnih brojeva.

Teorem 2.5 (Cantorov teorem) Neka su I} = [a1,b2], 2 = [a2,b2], I3 = [as,b3]...
intervali realnih brojeva takavi da je Iy 2 Is O I3 O ... i limy, o0 (by —ayn) = 0, Tada postoji

to¢no jedan realan broj a takav da je N2 41, = {a}.

Dokaz. Niz {a,} je monotono rastuéi i ograni¢en odozgo sa b;. Prema teoremu 2.4 niz
{a,} je konvergentan, lim, . a, = a za neki a € R. Primijetimo da je a,, < by za svaki

k € N, stoga je sup{a,} < by za svaki k € N. Kako je sup{a,} = a, ovo implicira
ap <a<bg, keN, (2.65)

stoga je a € I} za svaki k € N, odnosno a € N2, Ix. Dokazimo jedinstvenost broja a.
Pretpostavimo da postoji b € R takav da je b € I, za svaki k € N. Tada je ap < b < by za
svaki k € N, odakle dobivamo

0<b—ag <b,—ay. (2.66)

Kako je limy .o (bx — ax) = 0, prema teoremu o uklijestenom nizu 2.2 imamo

lim (b — a) = 0. (2.67)

k—o00

Slijedi da je b = limg_,o ap = a, stoga je a jedina tocka u presjeku svih intervala I,. W
Teorem 2.6 (Bolzano-Weierstrass) Svaki ogranicen niz ima konvergentni podniz.

Dokaz. Ako je {a,} ograni¢en niz, tada postoji M > 0 takav da je |a,| < M za svaki
n € N. Stoga je a, € [-M, M] za svaki n € N. Barem jedan od intervala [—M, 0] ili [0, M]
sadrzi beskona¢no mnogo ¢lanova niza {a, }. Oznacimo taj interval sa Iy. Ako Iy podijelimo
na dva jednaka podintervala, tada barem jedan od njih sadrzi beskonatno mnogo c¢lanova
niza. Ozna¢imo taj interval sa [;. Nastavljanjem ovog postupka dolazimo do silaznog niza
intervala Ip D Iy D I D I3 .... Duljina svakog intervala je |I,| < M/2". Ako I, = [an, by,

tada je
M

:2—n7

(2.68)

by, — an

§to povlaéi limy, oo (b, — a,) = 0. Prema prethodnom teoremu postoji jedinstveni a € R
takav da je a € I,, za svaki n € N. Odaberimo a,,, € Ii, an, € I2, an, € I3, ... takve da je

n1 < ng <ng < .... Ovakav izbor je mogué jer svaki interval I,, sadrzi beskona¢no mnogo
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¢lanova niza {a,}. Tada je {an,} podniz niza {a,} sa svojstvom da a,, i a oba pripadaju

intervalu I,. Odavde dobivamo

M
lan, —al < x| = 55 (2.69)

sto implicira limg_,oc ap, = a. W

Bolzano-Weierstrassov teorem garantira da svaki ogranic¢eni niz ima konvergentan podniz.

Neograniceni nizovi mogu ali ne moraju imati konvergentne podnizove.

Definicija 2.7 Realni broj xo nazivamo gomiliste niza {an} ako postoji podniz {an,} koji

konvergira prema .

Neka je C' skup svih gomilista niza {a, }. Skup C moze biti prazan, konacan ili beskonac¢an
podskup skupa R. Ako je lim, .~ a, = a, tada je C = {a} jer je a jedino gomiliste
niza {a,}. Ako je niz {a,} ogranicen, tada je prema Bolzano-Weierstrassovom teoremu C'

neprazan ogranicen skup.

Definicija 2.8 Neka je {a,} ogranicen niz i neka je C' skup svih njegovih gomilista. Limes

superior i limes inferior niza {an} su definirani sa
limsupa, =supC i liminfa, =infC. (2.70)
Ako niz {a,} nije ogranicen odozgo, tada definiramo
lim sup a,, = c0. (2.71)
Sli¢no, ako {a,} nije ogranicen odozdo, tada definiramo
liminf a,, = —o0. (2.72)

Lako se vidi da su limsup a,, € C' i liminf a,, € C; drugim rije¢ima limsup a,, je najvece, a

liminf a,, najmangje gomiliste niza {a,}. Ocigledno je lim inf a,, < limsup ay,.
Primjer 2.9
Promotrimo niz {a,} definiran sa
1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5. ... (2.73)

Svaki prirodni broj se ponavlja beskonatno mnogo puta jer nakon niza 1,2, ..., n dolazi niz

1,2,...,n,n + 1, i taj postupak se ponavlja. Dakle, svaki prirodni broj je gomiliste niza
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(2.73), stoga je C' = N. Niz nije ograni¢en odozgo pa je limsup a,, = co.

U primjeru 2.8 gomilista niza su C' = {—1,0,1}, stoga je
limsupa, =1 1 liminfa, = —1. (2.74)
[ |

Teorem 2.7 Neka je {a,} ogranicen niz i neka su Ly = liminf a,, i Ly = limsup a,,. Tada

za svaki € > 0 postoji ng € N takav da je
Li—e<a,<Ls+e zasvaki n > ng. (2.75)

Drugim rije¢ima, za svaki € > 0 svi osim eventualno kona¢no mnogo ¢lanova niza se nalaze

u intervalu (L1 — €, Lo + €).

Dokaz. Neka je € > 0. Prvo ¢emo pokazati da je a, > L —¢€ za sve osim eventualno mnogo

¢lanova niza. Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji podniz {a,, } takav da je
an, < L1 —e zasvaki keN. (2.76)

Podniz {ay,,} je ograni¢en jer je niz {a,} ograni¢en, pa prema Bolzano-Weierstrassovom
teoremu {ay, } ima gomiliste zp € R. Relacija (2.76) povladi da je 29 < Ly —e < L.
Medutim, zg je takoder gomiliste niza {a,} $to je u kontradikciji s pretpostavkom da je
Ly = liminf a,. Dakle, a, < L; — ¢ vrijedi eventualno samo za kona¢no mnogo ¢lanova
niza pa zaklju¢ujemo da postoji n; € N takav da je a, > L1 — € za svaki n > nj. Sli¢no
se pokazuje da postoji no € N takav da je a, < Lo + € za svaki n > no. Definirajmo

ng = max{mj, ma}. Tada je
Li—e<a,<Ls+e zasvaki n > ng. (2.77)

Neposredna posljedica ovog teorema je

Korolar 2.1 lim, .., a, = L ako i samo ako je L = liminf a,, = limsup a,,.

2.4 Cauchyev niz

Ako niz konvergira, tada su njegovi ¢lanovi a,, proizvoljno blizu limesa L kada je n dovoljno
velik. Kako se ¢lanovi niza gomilaju oko limesa, intuitivno zakljucujemo da su a, i an,
dovoljno blizu jedan drugome kada su n i m dovoljno veliki. Nizovi koji imaju ovo svojstvo

nazivaju se Cauchyevi nizovi.
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Definicija 2.9 Niz {a,} naziva se Cauchyev niz ako za svaki € > 0 postoji ng € N takav
da
n,m>ny = |ap—an| <e. (2.78)

Lako se vidi da je svaki konvergentan niz Cauchyev. Pretpostavimo da je lim,, .o a, = L.

Tada za € > 0 postoji ng € N takav da

n>ny = J|a,—L|< % (2.79)
Dakle, ako su n,m > ng, tada imamo
€ €
lan, — am| =lan — L —am + L| <|an — L| + |am — L] < 5—1—5 =ec. (2.80)

Istaknimo da su u polju realnih brojeva Cauchyevi nizovi su isto §to i konvergentni ni-
zovi. Ekvivalencija ova dva pojma je posljedica Dedekindovog aksioma prema kojem svaki

neprazan odozgo ogranic¢en skup realnih brojeva ima supremum u R.
Teorem 2.8 Svaki Cauchyev niz je ogranicen.

Dokaz. Neka je {a,} Cauchyev niz. Tada za € = 1 postoji ng € N takav da je |a, —an| < 1

za svaki n, m > ng. Odaberimo p > ng i primijetimo da za svaki n > ng vrijedi

|an| = lan — ap + ap| < [an — ap| +[ap| <1+ |ay|. (2.81)
Neka je M = max{|ai|, |az|, ..., |any|, 1+ |ap|}. Tada je
lan| < M zasvaki n €N, (2.82)

§to pokazuje da je niz {a,} ogranicen. W

Dokazimo sada nas glavni rezultat prema kojemu svaki Cauchyev niz realnih brojeva ima
limes u R.. Ovo je vrlo vazno svojstvo skupa R koji nazivamo potpunost skupa realnih

brojeva.

Teorem 2.9 (Potpunost skupa realnih brojeva) Svaki Cauchyev niz realnih brojeva je

konvergentan.

Dokaz. Neka je {a,} Cauchyev niz realnih brojeva. Prema teoremu 2.8 niz {a,} je
ogranicen, stoga Bolzano-Weierstrassov teorem implicira da {a,} ima konvergentan podniz
{an,}. Neka je limy,_.oo an, = a. Zelimo pokazati da niz {a,} konvergira prema a. Odabe-

rimo € > 0. Tada za /2 > 0 postoji ng € N takav da je |a, — a,,| < €/2 za svaki n, m > nyg.
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Odaberimo ¢lan podniza a,, takav da je |an, —a| < /21 ng > ng. Tada za svaki n > ng
vrijedi
e ¢
lan, — a| = |ap, — an, + an, —al < lap, — ap, | + |an, —a| < B + 5= ¢ (2.83)

Time je dokazano da je lim, ,.ca, = A. B
Korolar 2.2 Niz realnih brojeva {a,} konvergira ako i samo ako je {a,} Cauchyev niz.

Istaknimo da pomoéu ovog rezultata mozemo ispitati konvergenciju nekog niza bez pozna-

vanja njegovog limesa. Naime, dovoljno je provjeriti da li je neki niz Cauchyev niz.

Vazno je napomenuti da ovaj rezultat ne vrijedi za polje racionalnih brojeva, odnosno da
skup Q nije potpun. Navedimo jedan interesantan primjer Cauchyevog niza racionalnih
brojeva €iji limes nije u Q. Neka je {a,} niz sukcesivnih aproksimacija broja V2 koji se

dobije na sljedeéi na¢in. Ako je a; prva aproksimacija, tada je
\/§ =a1 +¢1 (284)

gdje je e1 pogreska za koju pretpostavljamo da je mala. Kvadriranjem jednadzbe (2.84)
dobivamo
2 =af + 2a161 + €5 ~ af + a1 (2.85)

jer se £2 moze zanemariti u odnosu na aj i 2a1e1. Iz jednadzbe (2.85) slijedi da je pogreska

priblizno dana sa

2 — al
2 =é£]. 2.86
€1 2a; €1 ( )
Dakle, sljede¢a aproksimacija iznosi
2 — aq 1 2
— 5 — == = . 2.87
as=a1+€&1=a1+ 2%, 5 <a1 + al) ( )
Definirajmo niz {a,} rekurzivnom relacijom
1 2
a1=1, ap==|an_1+ , n>2. (2.88)
2 an—1
Tada je prvih nekoliko ¢lanova niza dano sa
3 17 577
- =, —, ... 2.89
727127 408’ (2:89)
Njihove numericke vrijednosti su priblizno
1, 1.5, 1.416, 1.414, ... (2.90)

Niz definiran jednadzbom (2.88) je niz racionalnih brojeva. Moze se pokazati da je {ay}

Cauchyev niz koji konvergira prema v/2 ¢ Q, §to pokazuje da skup Q nije potpun.



Poglavlje 3

Redovi realnih brojeva

U ovom poglavalju ¢emo proucavati redove ili beskona¢ne sume realnih brojeva. Redovi
realnih brojeva imaju Siroku primjenu u matematickoj teoriji i primjenama. Vidjet ¢emo
da se za redove realnih brojeva moze definirati pojam konvergencije i da se takvi redovi

mogu sumirati. Takodjer ¢emo proucavati razli¢ita svojstva redova.

3.1 Konvergencija reda

Promotrimo sljedeéi problem. Neka je {ar} niz realnih brojeva. Kako mozemo definirati
beskonac¢nu sumu -
Zak:al—i—ag—i—ag—i—--- ? (3.1)
k=1
Ocigledno ovakav izraz ne mozemo evaluirati zbrajanjem osim ako je samo kona¢no mnogo

brojeva ay, razli¢ito od nule. Umjesto izraza (3.1) promotrimo niz kona¢nih suma

Sl = a, (3.2)
S = ay + as, (3.3)
S3 =ay + as + agz, (34)
Sp=a1+az+ -+ ap, (3.5)

Uoc¢imo da kada n raste, tada S,, ukljucuje sve vise ¢lanova reda aj pa sumu reda ima smisla

definirati kao lim,_,~ Sy, ako limes postoji. Sada mozemo dati formalnu definiciju reda.

28
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Definicija 3.1 Neka je {a} niz realnih brojeva. Red realnih brojeva > ;- | ay je niz {Sy}
gdje je Sp = > p_, a.

Realni broj ay naziva se k-ti ¢lan reda, a S, se naziva n-ta parcijalna suma reda.

Definicija 3.2 Kazemo da red realnih brojeva »"72 | aj, konvergira prema S ako niz parci-
jalnih suma { Sy} konvergira prema S. Ako niz {Sy,} divergira , tada kazemo da red y ;- | ay,

divergira.

Ako red konvergira, tada S nazivamo suma reda i piSemo
o0
d ap=S. (3.6)
k=1

U ovoj notaciji Y p-; ar oznacava i red i njegovu sumu S. Kako se konvergencija reda
definira preko konvergencije niza, mnogi rezultati o konvergenciji redova ¢e ovisiti o odgo-
varajuéim rezultatima o konvergenciji nizova. Primijetimo da red );-, aj konvergira ako

i samo ako za svaki N > 0 konvergira red > ;2 \ ax. Tada je

N-1

Zak = Z ar + E ag. (37)
k=1 k=1 k=N

Primjer 3.1 (Geometrijski red)

Neka je |r| < 1. Odredimo sumu reda

[e.9]
Zrk_1:1+r+r2+r3—|—--- (3.8)
k=1

Promotrimo odgovarajuéi niz parcijalnih suma

Sp=1+r+ri+ 4" (3.9)

Da bismo mogli odrediti da li niz {S,} konvergira, potrebno je odrediti zatvoreni oblik

izraza S, odnosno sumirati potencije u jednadzbi (3.9). Mnozenjem jednadzbe (3.9) sa r

dobivamo
rS,=r4+r’4 -+ g =8, 4" —1 (3.10)
Odavde slijedi
Sy =12 (3.11)
[ ’
Kako je lim,,_,o, 7™ = 0 za svaki |r| < 1, imamo
1—r" 1
lim S, = lim —— = . (3.12)

n—o0 n—oo 1 —r 1—r
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Dakle, niz parcijalnih suma {S,} konvergira pa je red > ;2 , r#~1 konvergentan. Suma reda

iznosi

> 1
d ol =lim S, =——, |r[<1 (3.13)
n—00 1—r
k=1
Red (3.8) nazivamo geometrijski red i jedan je vaznih redova koji nalazi primjenu u raznim
granama matematike. Ako je |r| > 1, tada se moze pokazati da geometrijski red divergira.
Neka je r = 1. Tada je

Sp=1+14+---+1=n, (3.14)
pa niz parcijalnih suma divergira jer nije ogranicen odozgo. Ako je r = —1, tada imamo
Si1=1, S =0, S3=1, S4=0,... (3.15)

Ocigledno je da niz parcijanih suma (3.15) divergira jer ima dva gomilista 0 i 1. Sli¢na

razmatranja pokazuju da geometrijski red divergira za |r| > 1. B

Primijetimo da u ovom primjeru n-ti ¢lan reda ima svojstvo da je lim,,_.o, 7™ = 0. Pokazimo

da je ovo nuzan uvjet za konvergenciju reda.
Teorem 3.1 Ako red 220:1 ar, konvergira, tada je limg_,c ar = 0.

Dokaz. Neka je S, = > ;_; ag. Ako red ) 77, aj konvergira, tada je lim, ... S, = S za
neki realni broj S. Primijetimo da je a, = S, — Sp—1 za n > 2, stoga je
lim a, = lim (S, — Sp—1) = lim S, — lim S,,_; =5 —-5=0. (3.16)
n—oo

n—oo n—oo n—oo

[ |
Pomoc¢u ovog teorema mozemo prepoznati redove koji nisu konvergentni jer

ako je klim ar, # 0, tada red Z aj, divergira. (3.17)

n=1

Na primjer, red > ;2 cos(m/k) divergira jer je
7r

I (5)=1+0. 3.18

e (g) =170 (318

Medjutim, uvjet limg_,, ax = 0 nije dovoljan da bi garantirao konvergenciju reda, kako

pokazuje sljedeéi primjer.



POGLAVLJE 3. REDOVI 31

Primjer 3.2 (Harmonijski red)
Harmonijski red je definiran sa Y 5oy 1/k. Ocigledno je

1
lim — =0, (3.19)
pa je ispunjen nuZan uvjet za konvergenciju. PokaZimo da harmonijski red divergira.

Za svaki n € N vrijedi

Spn—14i4sqpigly
S R I R on
—1+1+(1+1)+<1+1+1+1)+
N 2 \3 4 5 6 7 8
+( S P R— )
anl +1 2n71 +2 2n71 + anl
>1+1+(1+1)+<1+1+1+1)+
= T2y 8§ '8 8 8
1 1 1
Hatm )
1 1 1 n
:1 (_ — PN —):1 —. .2
H(gtgt oty +5 (3.20)

Ovdje smo koristili ¢injenicu da je 271 4+ k <271 42771 =27 za svaki k = 1,2,...2"71,

stoga je
1 1

— >
PALEIESY
Relacija (3.20) pokazuje da niz parcijalnih suma nije ograni¢en odozgo jer je

k=1,2,...,2"L (3.21)

52n21+g, n=1,2,3,... (3.22)
Zakljuéujemo da niz {S,, } divergira, stoga je harmonijski red divergentan iako je limy_,o, 1/k =

0. H

Sljedeéi rezultat slijedi izravno iz teorema 2.3 za nizove.

Teorem 3.2 Neka su pojay iy poq by konvergentni redovi, i neka je ¢ € R. Tada vrijedi
(1) Dops(an +be) = 3202 ak + 2252 b
(i) Do cap=cd poq ak.

Dokaz. Neka su A, = >} _jar i B, = > ;_, b, i neka je S, = A, + B,. Tada je S,
parcijalna suma reda » oo (ar + by). Nizovi {A,} i {B,} su konvergentni pa je prema
teoremu 2.3

lim S, = lim (4, + B,) = lim A, + nh—>Holo B,,. (3.23)

n—oo n—oo n—oo



POGLAVLJE 3. REDOVI 32

Odavde slijedi da je niz {S,} konvergentan, stoga red y - (ax + by) konvergira i vrijedi
o o oo
Z(ak+bk) = Zak —i—Zbk. (3.24)
k= k=1 k=1

1

Slicno se pokazuje da je > pojcap =cY poqar. B

3.2 Kiriteriji konvergencije

Vrlo Cesto je tesko odrediti sumu nekog reda koji konvergira. Medjutim, ako zanemarimo na
trenutak ovo pitanje, postoji nekoliko testova kojima se lako moze odrediti da li je neki red
konvergentan. Posebno mjesto zauzimaju kriteriji konvergencije (D’Alambertov i Cauchyev

kriterij) koji se temelje na usporedjivanju danog reda sa geometrijskim redom.

Teorem 3.3 Red Y ;2 a; konvergira ako i samo ako za svaki € > 0 postoji ng € N takav
da je
|an+1 +apyo2 + -+ an+p\ <e (325)

za svakin > ng i p € N.

Dokaz. Ako red > 77, aj konvergira, tada je niz parcijalnih suma {S, = > j_; ax} Cauc-
hyev niz. Stoga za e > 0 postoji ng € N takav da je |S,, — S,| < € za svaki n,m > ny. Neka
je m =n+ p za neki p € N. Tada je

n+p n

1S — Sl = ‘ S ay - Zak‘ = |apsr + Angz + -+ angp| < e (3.26)
k=1 k=1

Pretpostavimo sada da za € > 0 postoji ng € N takav da za svaki n > ng i p € N vrijedi
nejednakost (3.25). Tada je |Sy, — Sn| < € za svaki n,m > ng. Dakle, {S,} je Cauchyev

niz, pa prema teoremu 2.9 konvergira. Bl

Teorem 3.3 implicira da za konvergenciju nisu vazni “prvih nekoliko” ¢lanova reda, ve¢ ona
ovisi isklju¢ivo o ¢lanova koji tvore “ostatak” reda. Ovaj intuitivni zaklju¢ak formaliziran

je u sljedecoj lemi koja izravno slijedi iz teorema 3.3.
Lema 3.1 Red ) 2, ai konvergira ako i samo ako red Y p- y ax konvergira za svaki N € N.

Teorem 3.4 (Poredbeni kriterij I) Neka je 0 < aj, < by, za svaki k € N.
(i) Ako Y32, by konvergira, tada > 72 | aj konvergira.

(ii) Ako Y22, ai divergira, tada > ;- by divergira.
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Dokaz. Definirajmo parcijalne sume A, =Y ,_;ar i By, =Y ,_; by. Nizovi {A4,} i {B,}
su strogo rastudi jer su ag, b > 0 za svaki k& € N. Nadalje, iz nejednakosti 0 < ap < bg
slijedi 0 < A, < B, za svaki n € N. Preptostavimo da red » -, by konvergira. Tada je
lim, .~ B, = B za neki B € R, pa je niz {A,,} ograni¢en odozgo jer je A, < B za svaki
n € N. Obzirom da je {4, } strogo rastuéi niz, prema teoremu 2.4 niz {A, } konvergira.

Pretpostavimo sada da {A,} divergira. Tada {A,} nije ograni¢en odozgo $to zbog
A, < B, implicira da {B,} nije ograni¢en odozgo. Dakle, {B,} divergira §to povlaci da
red Y 72 by divergira. W

Napomenimo da zbog leme 3.1 isti zakljucak vrijedi ako je 0 < ap < bg, k > N, za neki
N eN.
Primjer 3.3 PokaZite da red ;- | 1/k! konvergira.
Lako se pokazuje indukcijom da je
k=1 < k! zasvaki keN. (3.27)

Doista, tvrdnja je ocigledna za k = 1. Pretpostavimo sada da nejednakost (3.27) vrijedi za

k=1,2,...,n. Tadaza k =n+ 1 imamo
2" =22" L <opl < (n41)n! = (n+1)!, (3.28)

§to pokazuje da tvrdnja vrijedi za k = n + 1. Prema aksiomu matematicke indukcije
nejednakost (3.27) vrijedi za svaki k € N. Iz (3.27) slijedi da je 1/k! < 1/2"1 za svaki
k € N. Kako za geometrijski red (za r = 1/2) vrijedi

i (%)H = - i — 2, (3.29)

k=1

prema teoremu 3.4 red > ;2 1/k! konvergira. B

Navedimo jo$ jednu verziju poredbenog kriterija.

Teorem 3.5 (Poredbeni kriterij II) Neka su ap > 0 i by > 0 za svaki k € N. Ako je
limy oo b/ar > 0, tada Y 72y ag @ Y poy by ili oba konvergiraju ili oba divergiraju.

Dokaz. Neka je limy .o, bi/ap = L > 0. Prema lemi 2.1 niz {by/ar} je ogranicen, stoga
postoji M7 > 0 takav da je

— < M; zasvaki ke€N. (3.30)
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Primijetimo da je
im %y 1 1 S
m — = 1m = —
k—oo bk k—oo bk/ak L

0, (3.31)
stoga je niz {ay /by } takodjer ogranicen. Dakle, postoji Ms > 0 takav da je

% <M, zasvaki keN. (3.32)
k

Kombiniranjem nejednakosti (3.30) i (3.32) dobivamo
0<ap < Myb, 0<bp < Miap =zasvaki k& N. (3.33)

Prema poredbenom kriteriju 3.4 iz gornje nejednakosti zakljucujemo da redovi > ;- a i

> pe; by ili oba konvergiraju ili oba divergiraju. W

Primjer 3.4 Odredite da li red

1
kzl NG (3.34)

[e.e]
konvergira.

Primijetimo da vrijedi nejednakost

CENNPE S (3.35)
VEE+1) VR K '
Neka su
S S (3.36)
TS Tk ‘
Tada je
by, k(k+1) 1
Ze _NVMET 14 = :
s A +k’ (3.37)
stoga je
limb—k—lim 1—|—l—1 (3.38)
k‘—>ooak_k—>oo E '

Kako harmonijski red

S b=> % (3.39)

o0 oo 1
Z ay = Z m (3.40)
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takodjer divergira. W
Jedan od vaznih redova koji se koriste u poredbenom kriteriju je red oblika
= 1
Z ﬁ? pe R? (341)
k=1

kojeg nazivamo p-red. Moze se pokazati da ovaj red konvergira ako i samo ako je p > 1.

Teorem 3.6 (D’Alambertov kriterij) Neka je ap > 0 za svaki k € N i neka su

R =limsup = p = liminf 2+, (3.42)

aj af

(i) Ako je R <1, tada Y ;- aj konvergira,
it) Ako jer > 1, tada > ;- ap divergira.
k=1

Dokaz. (i) Pretpostavimo da je R < 1 i odaberimo 0 < ¢ < 1 — R. Prema teoremu 2.7
postoji N € N takav da je

4l Rie<1 zasvaki k> N. (3.43)
a

Definirajmo ¢ = £+ R. Tada (3.43) implicira a1 < qay za svaki k > N, pa iteracijom ove
nejednakosti dobivamo
0<ar<¢ Nay, k>N. (3.44)

Sada je

o o0 oo
Z ap, < Z ¢ Nay =an Z ¢" < 0o (3.45)
k=1

k=N+1 k=N-+1
jer je 0 < ¢ < 1, sto povlaci da red ) -, ai konvergira.
(ii) Neka je r > 1 ineka je 0 < & < r — 1. Prema teoremu 2.7 postoji N € N takav da je

Ot >r—e>1 zasvaki k> N. (3.46)
ag

Neka je ¢ = r — €. Nejednakost (3.46) implicira
ar > ¢ Nayn, k>N, (3.47)
Sto povlaéi limy_, ax # 0 jer je ¢ > 1. Prema teoremu 3.1 red Y, ; ai divergira . B

Korolar 3.1 Neka je ar > 0 za svaki k € N, i neka je R = limy_oo a1/ ag.
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(i) Ako je R < 1, tada Y72 aj konvergira.
(ii) Ako je R > 1, tada Y72, aj, divergira.

Primijetimo da u slucaju limy_, ax11/ar = 1 ne mozemo zakljuciti da li red konvergira ili

divergira. Na primjer, za redove > po; 1/k i Y o 1/k? vrijedi

ak41

I = lim —— =1 4

L (3.48)
2

lim Y gy (3.49)

k—oco ag k1—>oo (k) =+ 1)2 -

Medjutim, harmonijski red > 72| 1/k divergira ali red Y 5o, 1/k* konvergira. Sljedeéi kri-

terij se dokazuje na slican nacin kao teorem 3.6.

Teorem 3.7 (Cauchyev kriterij) Neka je ap > 0 za svaki k € N, i neka je su
R =limsup {/ar, 4 r =liminf Yay. (3.50)
(i) Ako je R <1, tada y ;- aj konvergira.
(ii) Ako jer > 1, tada Y 72 aj divergira.

Dokaz. (i) Neka je R < 11ineka je 0 < e < 1— R. Prema teoremu 2.7 postoji N € N takav
da je
Yap < R+e<1 zasvaki k> N. (3.51)

Definirajmo ¢ = R + ¢. Iz gornje nejednakosti slijedi a; < ¢* za svaki k > N §to povlaci
o0 o0
Yo oa< Y ¢F<oo (3.52)
k=N-+1 k=N+1
jer je 0 < ¢ < 1. Ovo povlaci da red Y 7o ; ai konvergira.
(ii) Pretpostavimo da je r > 1 i odaberimo 0 < ¢ < r—1. Prema teoremu 2.7 postoji N € N

takav da je
Yap>r—e>1 zasvaki k> N. (3.53)

Ovo implicira a; > ¢* za svaki k > N gdje je ¢ = r — e. Kako je limj_,o0 ¢° = 00 jer je

g > 1, to je limy_.o a = oo Sto povlaci da red Y ;2 aj divergira. W
Korolar 3.2 Neka je ap > 0 za svaki k € N i neka je R = limy_,o #ay.

(i) Ako je R <1, tada Y ;- aj konvergira.
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(ii) Ako je R > 1, tada Y72 aj divergira.

Kako je limy_ .o ar = 1, ne mozemo zakljuciti da li red konvergira ili divergira, pa su u

tom slucaju potrebna daljnja ispitivanja.

Primjer 3.5 Ispitajte konvergenciju reda

= (3.54)
k=1
Definirajmo aj = 2¥/k!. Tada imamo
k+1 |
. Okt . 2 k! . 2
1 =lim — — = lim —— = 3.55
oo ap koo (k- 1) 28 koo k41 (3:55)
Prema D’Alambertovom kriteriju red (3.54) konvergira. W
Primjer 3.6 Odredite da li red Y- | aj, konvergira, gdje je
1 .
——=75, Kk je neparan,
ap = { 30TV Jenep (3.56)
#, k je paran.
Pokugajmo primijenti D’Alambertov kriterij. Kako je
3, k je neparan,
kil _ 1o nep (3.57)
ak %, k je paran,

niz {ax11/ay} divergira jer ima gomilista 311/9. Imamo limsup ayy1/ar = 3iliminf ag4q/ax =

1/9, pa u ovom slucaju D’Alambertov kriterij nije primjenjiv. S druge strane,

1 .
s, Kk je neparan
k o 31/2+3/(2k) » 3
¥a, = . L (3.58)
31/29 Jé paran,

pa odavde dobivamo limy_,o, &ar = 1/v/3 < 1. Stoga prema Cachyevom kriteriju slijedi
da red >"77 | ai konvergira. W

Ovaj primjer ilustrira ¢injenicu da izbor kriterija za ispitivanje konvergencije ovisi o prirodi

samoga reda.

Pomoéu D’alambertovog i Cauchyevog kriterija ispitujemo konvergenciju redova sa pozi-

tivnim ¢lanovima. Medjutim, ponekad susre¢emo redove ¢iji ¢lanovi imaju alternirajuce

predznake. Takve redove nazivamo alternirajuci redovi.
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Teorem 3.8 (Leibnizov kriterij) Neka je {ax} monotono padajuéi niz takav da je ap, > 0

za svaki k € N i limy_. ap = 0. Tada alternirajuéi red

o0
z:(—l)kﬂa;g =a;—azt+az—ag+--- (3.59)
k=1

konvergira i Y 5o, (—1)*tay, < ay.

Dokaz. Neka je S, = > 7_,(—1)*as. Promotrimo parcijalne sume za parne indekse:

So =ai —as >0, (3.60)
Sy=a1 —as+as—as =S5y +az—as >S9, (3.61)
Se =a1 —as + a3 —ag + as — ag = Sy + a5 — ag > Sy. (3.62)
Opcenito vrijedi
Son = Son—_2 + @an—1 — a2, > Sop_2. (3.63)
Takodjer,
Son = a1 — (ag —ag) — -+ — (agp—2 — agp—1) — a2, < a1 (3.64)

jer su ¢lanovi u zagradama pozitivni brojevi. Slijedi da je niz parcijalnih suma {Ss,} mo-

notono rastudi i ograni¢en odozgo sa a1, pa stoga konvergira. Neka je lim, o, Sop = S < aq.

Za parcijalne sume sa neparnim indeksom imamo

Son+1 = Sop + a2n+1, (3.65)
§to implicira
lim Sgn+1 = lim S5, + lim aA2p41 = S (366)
n—oo n—oo n—oo

jer je po pretpostavci limy_, o ap = 0. Odavde zaklju¢ujemo da niz {S,,} konvergira prema
S ilimy, oo Sp = 5 < ay. Dakle, red (3.59) konvergira i vrijedi Zzozl(—l)kﬂak <a. N

Prema Leibnizovom kriteriju trivijalno slijedi da alternirajuci harmonijski red

o0

1 1 1
B Y e s H .
g—l( ) k 513 + (3.67)

konvergira jer je {1/k} monotono padajuéi niz i limy_., 1/k = 0.

Primjer 3.7 Ispitajte da li red

Z(_l)klnl S T L S (3.68)

konvergira.
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Logaritamska funkcija je strogo rastuca, pa iz nejednakosti In(k + 1) > In(k) slijedi

1 1
(k) ~ n(k+ 1)

za svaki k> 2. (3.69)

Dakle, {1/1In(k)} je monotono padajuéi niz i limy_ 1/In(k) = 0. Prema Leibnizovom

kriteriju red (3.68) konvergira i

> 1 1
;2(—1)’“ ) < @ (3.70)

3.3 Apsolutna konvergencija

Do sada smo promatrali konvergenciju redova s pozitivnim ¢lanovima ili alternirajuce re-
dove. Ako je Y 77, aj proizvoljan red, tada u nekim slucajevima njegovu konvergenciju
mozemo ispitati pomocu reda sa apsolutnim vrijednostima y p- ; |ag|. Ovakvi redovi imaju
vaznu primjenu u matematickoj analizi, naro¢ito kod konvergencije redova funkcija koje

¢emo proucavati kasnije.

Definicija 3.3 Ako red >"}7 | |ag| konvergira, tada kaZemo da red Y 32 | aj apsolutno ko-
nvergira. Ako Y ;- ap konvergira ali Y ;o |ax| divergira, tada kaZemo da red Y ;2 ay

uvjetno konvergira.
Prema sljede¢em teoremu apsolutno konvergentni redovi su konvergentni.
Teorem 3.9 Ako red Y p-, |ag| konvergira, tada > 77 | a konvergira.

Dokaz. Definirajmo parcijalne sume S, = > p_; ax i Sp = > p_; |ax]. Ako red > 32, |ax
konvergira, tada je {S,} Cauchyev niz. Za svaki ¢ > 0 postoji ng € N takav da

n,m>nyg = |S,—Sn|<e. (3.71)
Neka je n > m. Tada je
1S = Sl = Y k] <e. (3.72)
k=m+1

Ovo povlaci

\sn—5m|:( 3 ak‘g S al < (3.73)

k=m-+1 k=m-+1
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sto pokazuje da je {S,} Cauchyev niz. Dakle, niz {S,} je konvergentan, stoga red Y -, ay

konvergira. B

Obrat ovog rezultat ne vrijedi: konvergencija nekog reda ne implicira apsolutnu konvergen-
ciju. Na primjer, alternirajuéi harmonijski red Y52, (—1)*!/k konvergira, ali harmonijski
red > 22, 1/k divergira.

Apsolutna konvergencija ima za posljedicu mnoga vazna svojstva. Bez dokaza navodimo da
ako neki red apsolutno konvergira, tada smijemo permutirati ¢lanove reda na proizvoljan

nacin, a novi red konvergira prema istoj vrijednosti kao pocetni red.

Teorem 3.10 Neka je > ;7 ai apsolutno konvergentan red, i neka je Y, aj, red koji
nastaje permutacijom clanova ay. Ako je Y poqap =S, tada je Yy ap = S.

Na primjer, red

o0
1 1 1 1 1 1
k _
Z(—1)2—k——1+§—¥+¥—2—5+¥—"' (374)
k=1

je apsolutno konvergentan jer je > 7,1 /2% p-red za p = 2. Teorem 3.10 garantira da
¢lanove reda (3.74) mozemo po volji permutirati, a da se pri tome suma reda ne mijenja.
Tako, na primjer, red

1 1111
1+ + o5

517 53 26—§+"' (3.75)
ima istu sumu kao red (3.74).
Medjutim, ako neki red uvjetno konvergira, tada se permutacijom njegovih ¢lanova suma
reda moze promijeniti. Prisjetimo se da je alternirajuéi harmonijski red Z,?;l(—l)k“ 1/k

uvjetno konvergentan. Neka je

X (—1)k+1 11 1 1 1 1 1
el p - tq-_4i_-4i..._g 3.76
; k 573 1 5 677 8" (3.76)

Manipulacijom reda (3.76) moze se pokazati da je

1 1 1 1 1 1 1 1 3S
+3 2+5+7 4+9+11 6+ 2 ( )

Uoc¢imo da se red (3.77) dobije iz reda (3.76) tako da se u paru zbrajaju ¢lanovi 1/k i
1/(k 4 2) gdje je k neparan, a zatim se oduzme prvi slobodan ¢lan 1/k gdje je k paran.
Dakle, redovi (3.76) i (3.77) imaju razlicite sume jer je S # 0.



Poglavlje 4

Limes funkcije

Pojam limesa je fundamentalan u matematickoj analizi. Svrha ovog poglavlja je da na
intuitivan na¢in priblizi studentu pojam limesa funkcije, razvije tehnike rac¢unanja limesa
i metode koje se koriste u dokazivanju razli¢itih svojstava limesa. U ovom i sljede¢im po-
glavljima promatramo realne funkcije realne varijable, osim ako nije drugacije naznaceno.
Takodjer pretpostavljamo da su funkcije definirane na prirodnoj domeni, tj. na najvecoj

domeni na kojoj funkcija ima smisla.

Limes funkcije je lokalno svojstvo funkcije koje ovisi o njezinom ponaSanju u okolini neke

tocke. Stoga je potrebno definirati §to podrazumijevamo pod okolinom tocke.
Definicija 4.1 d-okolina tocke a € R je otvoreni interval
Ks(a) =(a—d,a+9d) ={z eR ||z —a|] <d}. (4.1)

0-okolina tocke a € R iz koje je izbrisana tocka a je skup

Kj(a)=(a—9d,a)U(a,a+d)={x€R|0< |z —a| <} (4.2)
Promotrimo sada funkciju
o) = =2 @3)
r)=——p .

Ova funkcija je definirana svugdje osim u tocki z = 2. Zanima nas ponaSanje funkcije na
okolini K(2) za neki mali 6 > 0. Primijetimo da za = # 2 vrijedi
=4 (z-2)(z+2)

f(x)—aU_Q: - =z +2. (4.4)

Intuitivno je jasno da Sto je z blize tocki 2, to je x + 2 blize tocki 4. Dakle, iako funkcija

f(x) nije definirana u z = 2 njezina vrijednost tezi prema 4 kada se x priblizava tocki 2.

41
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Drugim rijec¢ima, f(z) moze biti po volji blizu tocke 4 ako je 6 > 0 dovoljno malen. Ovaj

primjer motivira sljede¢u definiciju.

Definicija 4.2 KaZemo da je realni broj L limes funkcije f wu tocki x = a ako za svaki
€ > 0 postoji § > 0 takav da

O0<|z—al<déd = |flx)-L|<e. (4.5)
U tom slucaju pisemo
lim f(z) = L. (4.6)

Za limes takodjer koristimo zapis
flx) = L kada z — a. (4.7)

Smisao definicije 4.2 je sljedeéi: razliku f(x) — L mozemo napraviti po volji malom kada je
x € Kj(a) za neki dovoljno mali d, kako je prikazano na slici 4.1. Drugim rijec¢ima, slika
funkcije f je sadrzana u intervalu (L —¢, L +¢) kada je  sadrzan u skupu K3 (a). Istaknimo
da se u definiciji 4.2 podrazumijeva da je funkcija definirana na okolini tocke a, ali ne mora
biti definirana u x = a. Limes funkcije u potpunosti ovisi samo o ponaSanju funkcije u

okolini tocke a, ali ne i o vrijednosti f(a), ukoliko je f(a) definirano.

Primjer 4.1 DokazZite da je

= 4. (4.8)

Neka je € > 0. Zelimo odrediti 6 > 0 takav da je |f(z) — 4| < ¢ kada je 0 < |z — 2| < 4.
Kako je x # 2 imamo
2

—4
“;_2—4‘:|x+2—4\:\x—2\. (4.9)

fa) =4l = |

1z jednadzbe (4.9) slijedi da ako odaberemo § = ¢, tada 0 < |x—2| < § implicira | f(z) —4| <
. Time je dokazana tvrdnja (4.8). B

Primjer 4.2 DokazZite da je
lim (22 — 1) = 5. (4.10)

z—3

Neka je € > 0. Odredimo § > 0 takav da je |f(z) — 5| < € kada je 0 < |z — 3| <  gdje je
f(x) =2z — 1. Primijetimo da je

f(z) — 5| = |22 — 1) — 5] = |22 — 6] = 2| — 3] (4.11)
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e
CLLr AU L L.
]

A .05 ] os i

a—0 a-+90

Slika 4.1: Skup (a — 6,a + 9) \ {a} se preslikava u interval (L —e, L + ¢).

Dakle, ako odaberemo § = ¢/2, tada je
|f(z) =5 =2z —3| <2§ =e. (4.12)

U ovim primjerima je prili¢no lako odrediti 6 > 0 za zadani ¢ > 0, no ovisno o funkciji f(x)

taj postupak moze biti slozeniji.

Primjer 4.3 PokaZite da je

lim vz = va, a>0. (4.13)
r—a

Funkcija f(z) = /x je definirana za x > 0, stoga je f(x) definirana na nekom intervalu
(a —d,a + §) samo ako je 0 < 6 < a. Neka je £ > 0. Kako je /z + \/a > \/a, imamo

) T —a ‘ - |z — al
Vi +a va o
Razlika |\/x — y/a| ¢e biti manja od e ako je |z — a| < y/ae Sto sugerira da odaberemo

5 = yae. Medjutim, § takodjer mora zadovoljavati uvjet 0 < § < a, stoga je potrebno
uzeti § = min{a,/ac}. Tada nejednakost (4.14) implicira da je |\/x — \/a| < € za svaki

Vo — Va| = (4.14)
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O0<|z—a|<d N

Sljededi teorem nam kazuje da je limes funkcije jedinstven. Intuitivno je ova tvrdnja jasna jer

se vrijednosti funkcije ne mogu pribliziti proizvoljno blizu dvjema razli¢itim vrijednostima.
Teorem 4.1 Ako je lim,_,, f(x) = Ly i lim,_,, f(z) = Lo, tada je Ly = Ls.

Dokaz. Odaberimo ¢ > 0. Kako je lim,_,, f(z) = L1, tada za /2 > 0 postoji d; > 0 takav

da

O<lz—al <& = ]f(x)—L1|<%. (4.15)
Sli¢no, postoji do > 0 takav da

O<|z—al<d = |f(z)- Lo <§. (4.16)

Ako je § = min{éy, b2}, tada za xg € K;(a) vrijede implikacije (4.15) i (4.16), pa imamo
€ €
L1 = La| = |L1 = f(z0) + f(z0) = Lo| < [f(20) = L1| + [f(z0) = L2| < 5 + 5 =& (4.17)
S obzirom da je € > 0 odabran proizvoljno, zakljuéujemo da je |L; — Ls| = 0, odnosno

Li=L,. N

Lema 4.1 Ako funkcija f ima limes u tocki x = a, tada postoji 6 > 0 takav da je f

ogranicena na skupu Kj(a).

Dokaz. Ako je lim,_,, f(z) = L, tada za € = 1 postoji 6 > 0 takvo da je |f(x) — L| < 1 za
svaki 0 < |z — a| < d. Odavde slijedi da za svaki x € Kj(a) imamo

[f@)|=1f(z) =L+ L| < [f(z) = LI+ |L| <1+|[L], (4.18)
Sto pokazuje da je f ogranic¢ena na skupu K;(a). B
Obrat ove tvrdnje ne vrijedi jer ograni¢ena funkcija ne mora imati limes. Na primjer,
f(x) =sin(1/x) je ogranicena na svakoj okolini K73 (0) jer je
|sin(1/x)] <1 zasvaki x € R\ {0} (4.19)
Medjutim, lim,_,gsin(1/x) ne postoji sto ¢e biti pokazano u primjeru 4.7.
Teorem 4.2 (Fundamentalni teorem o limesima) Neka su
lim f(x) =1L i ;Er(llg(:):) =K. (4.20)

r—a

Tada vrijedi



POGLAVLJE 4. LIMES FUNKCIJE 45

(a) limg—o(f(2) +9(2)) = L+ K,
(b) lim,_, f(x)g(x) = LK,
(c) limy_,1/f(x) = 1/L ako je L # 0.

Dokaz. (a) Odaberimo ¢ > 0. Kako je lim,_,, f(x) = L, za €/2 > 0 postoji d; > 0 takav
da za svaki 0 < |z —al| < 67 vrijedi |f(z) — L| < £/2. Sli¢no, postoji d2 > 0 takav da za svaki
0 < |z —al| < 02 vrijedi |g(z) — K| < /2. Neka je 6 = min{d;,d2}. Tada 0 < |z —a| < ¢
implicira

£

5 = ¢ (4.21)

€
|f(z) +9(x) = (L + K)| < |f(z) = LI +]g(z) - K| < 5 +
Time je pokazano da je lim,_o(f(z) + g(z)) = L + K.
(b) Neka je € > 0. Prema lemi 4.1 postoji ; > 0 takav da je funkcija g ograni¢ena na

K; (a). Stoga postoji M > 0 takav da je |g(x)| < M za svaki z € Kj (a). Takodjer postoje
do > 0193 > 0 takvi da

3

O<lx—al<d = |f(a:)—L]<m, (4.22)
O<l|z—al<d; = |g(x)—Ky<m. (4.23)
Definirajmo § = min{dy, d2, d3}. Tada za svaki 0 < |z — a| < § vrijedi
|f(z)g(x) — LK| = | f(x)g(z) — Lg(x) + Lg(x) — LK]| (4.24)
< |f(x)g(x) — Lg(x)| + |Lg(z) — LK]| (4.25)
= lg(@)[f(z) — L[ + |L[|g(z) — K]| (4.26)
€ € € €
<MW+|L‘m<§+§:E. (4.27)

Zakljuéujemo da je lim,_., f(x)g(z) = LK.

(c) Prema pretpostavci je limy,_,q f(x) = L # 0, stoga za |L|/2 > 0 postoji §; > 0 takav da
je
L
|f(x) — L| < |—2| zasvaki 0 < |z —a| < d7. (4.28)

Kako je |L| <|f(z) — L| + | f(x)| nejednakost (4.28) povlaci

|f(x)] >|L|/2 zasvaki 0< |z —a|<d. (4.29)
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Odaberimo sada ¢ > 0. Tada za ¢|L|?/2 > 0 postoji d2 > 0 takav da je

elL|?

|f(z) — L| < za svaki 0 < |z —a| < d. (4.30)

Definirajmo 6 = min{d1,d2}. Relacije (4.29) i (4.30) povlace da za svaki 0 < |z —a|] < §
vrijedi
1 1) 11 1 2 ¢lL)?
== ——|f(&) - L] < — = = — (4.31)
‘f(fﬁ) LI L] [f ()] LI L] 2

¢ime je dokazano da je lim, ., 1/f(x) =1/L. A

Primijetimo da su tvrdnje u ovom teoremu potpuno analogne odgovaraju¢im tvrdnjama

koje smo dokazali za nizove u prethodnom poglavlju (vidi teorem 2.3).

Korolar 4.1 Neka je lim,_,, f(x) = L, lim,_,, g(x) = K i neka je k € R. Tada vrijedi
(a) lim, o kf () = KL,

(b) limg—q(f(z) — g(z)) = L - K,

(¢c) limgq f(2)/g(x) = L/K ako je I # 0.

Teorem 4.2 i korolar 4.1 daju nam jednostavna pravila za rac¢unanje limesa funkcija. Pro-

motrimo polinom
p(x) = cnt™ + o1z N+ iz, ¢ ER (4.32)

Prema teoremu 4.2 je

lim 2? = lim zz = lim z lim = = o, (4.33)
r—a r—a r—a r—a

pa indukcijom slijedi lim,_,, 2™ = a™ za svaki n € N. Sada je opet prema teoremu 4.2 i
korolaru 4.1

lim p(z) = ¢, lim 2™ + ¢, 1 lim 2" 4+ -+ 4 ¢ lim = + ¢ = p(a). (4.34)
r—a r—a r—a

r—a

Ako je g(z) polinom takav da je g(a) # 0, tada iz teorema 4.2 slijedi

lim p(z) _ lim, o p(z) _ p(a)'
z—a q(x)  limg_gq(x)  q(a)

(4.35)

Ako je g(a) = 0, tada racionalna funkcija r(x) = p(x)/q(z) nije definirna u z = a ali
lim,_., 7(z) moze postojati ukoliko je p(a) = 0. Iz ovih razmatranja vidimo da za polinome
p(z) i racionalne funkcije r(x) vrijedi jednostavno pravilo

lim p(z) = p(a), limr(z)=r(a) (4.36)

r—a r—a
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ukoliko je r(a) definirano. Za funkcije koje imaju ovo svojstvo kazemo da su neprekidne u
tocki x = a. Neprekidne funkcije su vazna klasa funkcija koju ¢emo razmatrati u sljede¢em

poglavlju.

Limese ra¢unamo uglavnom tako da funkciju transformiramo u ekvivalentan oblik na kojeg

mozemo primijenti pravilo lim, ., f(z) = f(a). Hustrirajmo ovu ideju s nekoliko primjera.

Primjer 4.4 Odredite limese

3 ] 11
2 —1 . x+4—-2 . r— 2 z 9
() fim 75—, () iy ——— () limy <m 3 ta—2) @80
(a) Faktorizacijom brojnika i nazivnika dobivamo
z? —1 (z—1)(z*+z+1) ??+r+1 3
lim —— = 1i =lim —— = —. 4.38
22— 1 el (z-1D(z+1) el z+1 2 (4.38)
(b) Racionalizacijom funkcije dobivamo
o Vr+4-2 oV H+4-2/x+4+2
lim = lim (4.39)
2—0 T z—0 X \/x——|—4—|— 2
Va +4)? — 22 1 1
B R ik M TS S (4.40)
=0 p(\/r +4+2) 2-0/r+4+2 4
(c) Ako oba limesa postoje, tada smijemo pisati
RN A NP S
i:f%(ﬁgu_z PR ) )

Provjerimo da gornji limes smijemo rastaviti kao zbroj dvaju limesa. Prvi limes je ocigledno

x—2 0
i . — 4.42
S z+3 5 (4.42)

U drugom limesu potrebno je funkciju transformirati na sljede¢i naécin:

1_1 _r=2 -1 1
lim £—2 = lim —22 = lim — = ——. (4.43)
z—=2 x — 2 z—2 x — 2 x—2 2% 4
Kako oba limesa postoje vrijedi
r—2 1-1 1 1
li L2 =(0—-=——. 4.44
J%(x+3+x—2> 11 (444)
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Teorem 4.3 Pretpostavimo da u okolini tocke a funkcije f i g zadovoljavaju nejednakost
f(z) <g(x) =zasvaki ze€ Kj(a) (4.45)
za neki § > 0. Ako je lim,_,, f(z) = L ilim, ., g(x) = K, tada je L < K.

Ovaj rezultat se moze interpretirati kao svojstvo limesa koje ¢uva uredjenje.

Dokaz. Pretpostavimo da je L > K i pokazimo da time dobivamo kontradikciju. Ako je
L > K, tada je
lim (f(z) —g(z))=L— K > 0. (4.46)

r—a

Zae= (L — K) > 0 postoji § > 0 takav da za svaki 0 < |z — a| < § vrijedi
1
(@) = gla) — (L= K)| < S(L— K). (@a7)
odnosno . 5
§(L—K)<f(:c)—g(x)<§(L—K), z € K5 (a). (4.48)

Kako je L—K > 0, nejednakost (4.48) implicira f(z)—g(x) > 0 zasvakiz € K;(a). Odavde
slijedi f(z) > g(x) za svaki € Kj(a), §to je u kontradikciji s pretpostavkom f(z) < g(x)
za svaki x € Kj(a). Dakle, zakljucujemo da je L < K. B

Korolar 4.2 (Pravilo o uklijestenoj funkciji) Pretpostavimo da funkcije f, g i h za-
dovoljavaju nejednakost
f(z) < g(x) <h(z), =€ K;(a) (4.49)

u okolini tocke a za neki 6 > 0. Ako je lim,_., f(z) = limg;_,, h(z) = L, tada je
lim,_.q g(x) = L.

Dokaz. Prema teoremu 4.3 imamo

lim f(z) < ili%g(x) < lim h(x), (4.50)

Tr—a r—a

pa pretpostavka lim,_, f(x) = lim,_,, h(z) = L implicira lim, ., g(x) = L. &

Primjer 4.5 PokaZite da je
1
lim z sin (—) =0. (4.51)
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Za svaki x # 0 vrijedi |sin(1/z)| < 1, §to povlagi

1
0< ’xsin (E)‘ <lz|, x=#£0. (4.52)

Kako je lim,_,g |x| = 0, pravilo o uklijestenoj funkciji implicira lim,_,o zsin(1/x) = 0. B

Na kraju istaknimo da se limes funkcije lim,_,, f(z) moze promatrati i pomoc¢u niza realnih
brojeva koji konvergiraju prema a. Naime, ako je lim,_,, f(z) = L, tada za svaki ¢, = 1/n

postoji §, > 0 takav da

0<|e—al <8, = |f(x)—L|<%. (4.53)

Brojeve 6, mozemo odabrati tako da tvore silazni niz §; > d» > ... > 0. Ako u svakoj

okolini Kj (a) odaberemo x, € Kj (a), tada {z,,} tvor niz koji konvergira prema a, v, # a

ilim, oo f(zy) = L. Dakle, ako je lim,_,, f(z) = L, tada postoji niz {z,}, =, # a, takav
da

zp, —a i f(zy,) — L kada n — oo. (4.54)

Na temelju ovog razmatranja moze se pokazati sljedec¢i rezultat.

Teorem 4.4 lim, ., f(x) = L ako i samo ako f(x,) — L za svaki niz {x,} u domeni

funkcije f takav da x, — a, i x, # a za svakin € N.

Limes funkcije je ponekad lakse analizirati primjenom ovog teorema.

Primjer 4.6 Neka je
x, x je racionalan,

flz) = (4.55)

0, x je iracionalan.

Pokazite da limy_,q f(z) postoji samo ako je a = 0.

Pretpostavimo da je a # 0. Neka je {x,} niz racionalnih brojeva i neka je {z]} niz ira-
cionalnih brojeva koji konvergiraju prema a gdje je z,, ), # a za svaki n € N. Tada je

f(zn) = xpn 1 f(2),) =0 za svaki n € N sto implicira
lim f(z,)=a i lim f(z],)=0. (4.56)

Prema teoremu 4.4 lim,_., f(x) ne postoji jer limesi u (4.56) moraju biti jednaki za svaki
niz koji konvergira prema a. Ocigledno, ako je a = 0 tada je lim, . f(x,) = 0 za svaki niz

{zn} koji konvergira prema nuli, pa je lim,_,o f(z) =0. B

Primjer 4.7 Pokazite da funkcija f(x) = sin(1/x) nema limes u tocki a = 0.
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Slika 4.2: f(x) = sin(1/x).

Definirajmo nizove

1 o, 1
SN S N. 4.
x g i gy =5—, n€ (4.57)
Tada je
f(zy) =sin (g + 2n7r> =1 i f()=sin(2nT) =0 (4.58)

za svaki n € N. Kako nizovi {z,} i {z],} konvergiraju prema nuli, iz jednadzbe (4.58)
slijedi da svaka okolina tocke a = 0 sadrzi beskonaéno mnogo tocaka takvih da je f(z,) =1
i f(«),) = 0. Prema teoremu 4.1 limes funkcije ne moze biti 0 i 1, stoga lim,_ f(x) ne

postoji. Graf funkcije f(z) = sin(1/z) prikazan je na slici 4.2. B

4.1 Jednostrani limesi

U definiciji limesa implicitno se podrazumijeva da lim,_., f(x) na ovisi o na¢inu na koji =
tezi prema tocki a. Sada ¢emo prosiriti pojam limesa na sluc¢ajeve kada z tezi prema a samo
s lijeve ili desne strane. Time dobivamo jednostrane limese, odnosno limes slijeva ili limes
zdesna. Pri tome se podrazumijeva da je kod limesa slijeva f definirana na skupu (a — 6, a),

a kod limesa zdesna na skupu (a,a + 0), za neki § > 0.

Promotrimo funkciju

flz)=—, x#0. (4.59)



POGLAVLJE 4. LIMES FUNKCIJE 51

150

10k

05f

_osf

_15t

Slika 4.3: f(z) = z/|x|.

Kako je || =z za x > i x| = —x za x < 0, funkciju f mozemo zapisati u obliku
1, x>0,
fo) = (4.60)
-1, z < 0.

Graf funkcije f prikazan je na slici 4.3. Iz grafa je ocito da kada = — 0 kroz pozitivne
vrijednosti, tada f(x) — 1. Sli¢no, kada = — 0 kroz negativne vrijedsnoti, tada f(z) —
—1. Ocigledno je da lim, .o f(z) ne postoji jer ovisi o nacinu na koji = tezi prema 0, ali

jednostrani limesi postoje. Ovo razmatranje motivira sljede¢u definiciju.

Definicija 4.3 Realni broj L je limes zdesna funkcije f u tocki x = a ako za svaki € > 0
postoji § > 0 takav da

a<zr<a+d = |f(x)—L|l<e. (4.61)
U tom slucaju pisemo
lim+ f(x)=L. (4.62)

Analogno definiramo limes slijeva.

Definicija 4.4 Realni broj L je limes slijeva funkcije f u tocki x = a ako za svaki € > 0
postogi 6 > 0 takav da
a—d<z<a = |f(zr)—Ll<e. (4.63)
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Tada pisemo
lim f(z)=L. (4.64)

r—a

Primjer 4.8 Ispitajte jednostrane limese funkcije

2
f(2) = (4.65)

x + |z

u tocki x = 0.

Promotrimo funkciju f u okolini (0,d) za neki § > 0. Tada je |z| = x jer je x > 0, stoga je

f(z) = a3 © € (0,9). (4.66)

Odaberimo sada € > 0. Ako je § = 2¢, tada za svaki 0 < z < 2¢ vrijedi
|f(x)—0|:‘gfo‘:g<s. (4.67)

Dakle, limes zdesna je lim,_,g+ f(z) = 0. S druge strane, f nije definirana na okolini (—4,0)
jer je u tom slucaju |z| = —x pa nazivnik u (4.65) isGezava. Stoga limes slijeva lim,_,o- f(x)

ne postoji. B

U prethodnom odjeljku pokazali smo da je limes jedinstven. Sli¢no se moze pokazati da su
jednostrani limesi takodjer jedinstveni. Sljedeéi teorem daje vezu izmedju limesa i jednos-

tranih limesa.

Teorem 4.5 lim, ., f(x) = L ako i samo ako je
lim f(z) = lim f(z)=L. (4.68)

r—a™t T—a~

Drugim rije¢ima, funkcija f ima limes L u toc¢ki = a ako i samo ako su jednostrani limesi

u x = a jednaki L.

Dokaz. Pretpostavimo da je lim,_,, f(z) = L. Tada za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da
O<|z—a|l<d = |f(zx)—L|<e. (4.69)

Medjutim, 0 < |z — a|] < ¢ ako i samo ako je x € (a — d,a) U (a,a + §), Sto povlaci da
a<z<a+d = |f(r)-Ll<e 1 a—d<z<a = |flx)-L|<e. (4.70)

Dakle, lim,_,,+ f(z) = lim,_,,- f(x) = L.
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Pretpostavimo sada da je lim,_,,+ f(x) = lim,_,,- f(z) = L i odaberimo ¢ > 0. Tada

postoje 41,02 > 0 takvi da

a<zx<a+d = |flzr)-L|<e, (4.71)
a—dh<zr<a = |f(x)-Ll<e (4.72)

Ako je § = min{d, d2}, tada za svaki 0 < |z —a| < ¢ vrijedi z € (a,a +0) C (a,a+ 6;) ili
x € (a—d,a) C (a—dz,a). Uobaslucaja zbog (4.71) i (4.72) zakljucujemo da 0 < |z —a| < §
implicira |f(z) — L| < . Dakle, limy_, f(z) = L. B

Ovaj teorem je koristan kada zelimo dokazati da neki limes ne postoji. U tom slucaju
je dovoljno pokazati da jedan ili oba jednostrana limesa na postoje, ili da imaju razlicite

vrijednosti.

Primjer 4.9 Neka je
r+1, x <2,
fa) = (4.73)
2x — 3, x> 2.

Ispitajte da li postoji limy_,o f(x).

Funkcija f je zadana razli¢itim izrazima za x s lijeve ili desne strane od 2. Stoga ispitajmo

jednostrane limese u x = 2:

gclggl+ flz) = IILIIZlJr(Q:E -3)=4-3=1, (4.74)
lim f(e) = lm (z+1)=2+1=3, (4.75)

Kako je lim,_o+ f(x) # lim,_,o- f(z), zakljuéujemo da lim,_o f(z) ne postoji. W

4.2 Limes u beskonac¢nosti i beskonac¢ni limes

Pojam limesa se moze prosiriti na slucaj kada varijabla x postaje proizvoljno velika, s
pozitivnim ili negativnim predznakom. Ako f(x) — L kada z neograniCeno raste, tada

kazemo da f ima limes L “u beskonac¢nosti”.
Definicija 4.5 lim,_, f(z) = L ako za svaki e > 0 postoji M > 0 takav da

x>M = |f(zx)-L|<e. (4.76)
lim,; o f(x) = L ako za svaki € > 0 postoji M > 0 takav da

r<—-M = |f(x)-L|<e. (4.77)



POGLAVLJE 4. LIMES FUNKCIJE 54

Slika 4.4: f(x) =1/(z+1).

Primjer 4.10 PokaZite da je

. 1 : 1
IILIEO T 0, xEer T 0. (4.78)

Neka je € > 0. Ako odaberemo M = 1/e, tada za x > M vrijedi

1
= < —<e. 4.79
r+1 T c ( )

1 1

_0‘ _
}aj—kl

Dakle, lim, o 1/(z + 1) = 0.

Slicno, ako je M =1+ 1/¢, tada za © < —M vrijedi  + 1 < —1/e §to povlaci
lt+1=—(x+1) > 1/e. (4.80)

Sada je
1
_ 0‘ - < 4.81
’x +1 z+1 - °F (481)
iz ¢ega proizlazi lim, , ~ 1/(x + 1) = 0. Graf funkcije f(x) = 1/(x + 1) prikazan je na
slici 4.4. Primijetimo da se graf funkcije priblizava osi x, odnosno f(z) tezi prema 0, kada

r— +oo. B
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U nekim slucajevima kada vrijednost funkcije f(x) neograniceno raste ili pada kada = tezi

prema realnom broju a. Tada kazemo da f ima “beskonacan” limes u tocki = = a.
Definicija 4.6 lim,_, f(x) = oo ako za svaki M > 0 postoji 6 > 0 takav da
O0<|z—a|<d = flz)>M. (4.82)
lim,_, f(z) = —o0 ako za svaki M > 0 postoji 6 > 0 takav da
O<|lr—al<d = flx)<—-M. (4.83)

Primjer 4.11 Pokazite da je
1

im-— =
r—0 ’.’L“

(4.84)

Neka je M > 0. Ako je § =1/M, tada 0 < |z — 0| < ¢ implicira |z| < 1/M, odnosno

1
— > M. (4.85)
||
Dakle, lim,_o1/|z| = co. B
Primjer 4.12 Pokazite da je
lim In |z| = —oc0. (4.86)
x—0

Odaberimo M > 0. Ako je § = e™™ tada 0 < |z — 0| < 6 povlaci |z| < e™™ iz cega slijedi
In|z| < —M. (4.87)

Dakle, lim,_oIn|z| = —cc. B

Takodjer mozemo promatrati sluc¢ajeve u kojima f(z) raste ili pada bez ogranicenja kada z

tezi realnom broju a slijeva ili zdesna. Citatelju ostavljamo da za svaki od limesa u definiciji

4.6 napiSe odgovarajucée definicije za jednostrane limese.
Primjer 4.13 Neka je f(x) = z/(x — 2). PokaZite da je lim,_ o+ f(x) = co.

Neka je M > 0 i odaberimo § = 2/M. Ako je 2 < x < 2+, tada je x < 2+ 2/M $§to
povla¢i 1/(z —2) > M/2. Sada za svaki 2 < x < 2+ § vrijedi

x 2 M
= 2 _— = M. 4.88
fla)=——5>——5>25 (4.88)
Zakljuéujemo da je lim,_ o+ f(x) = oo. Sli¢no se moze pokazati lim, ,,- f(z) = —oo. Na

slici 4.5 jasno se vidi ponaSanje funkcije f(x) u okolini tocke z = 2. B

Na kraju napomenimo da funkcija f(x) moze neograniceno rasti ili padati kada x — Fo0.

Tada kazemo da f ima beskonacan limes u beskonacnosti.
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Slika 4.5: f(z) = z/(x — 2).

Definicija 4.7 (a) lim,_. f(z) = 0o ako za svaki M > 0 postoji K > 0 takav da

r>K = f(z)> M. (4.89)

(b) limy,_,_ o f(z) = 00 ako za svaki M > 0 postoji K > 0 takav da

r<—-K = f(z)> M. (4.90)
(c) limy_oo f(x) = —00 ako za svaki M > 0 postoji K > 0 takav da

r>K = f(z)<-—-M. (4.91)
(d) limy_,_ f(z) = —0c0 ako za svaki M > 0 postoji K > 0 takav da

r<—-K = f(z)<—-M. (4.92)
Primjer 4.14 Pokazite da je limg_,o0 /T = 0.

Za odabrani M > 0 neka je K = M?2. Tada za > K imamo /z > VK = M, §o implicira
lim; o0 v/z =00. A
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Slika 4.6: f(z) = zsin(x), M = 20.

Primijetimo da u gore navedenim definicijama nisu iscrpljene sve mogucénosti za razlic¢ite
vrste limesa. Na primjer, ako lim,_,o, f(2) ne postoji, to ne znaci da je lim, .~ f(x) = fo0.

Limes moze ne postojati iz drugih razloga, kako je ilustrirano u sljede¢em primjeru.

Primjer 4.15 Neka je f(x) = xsin(x). DokaZite da lim,_. f(x) nije beskonacan i da ne

postoyi.
Promotrimo niz z,, = 7/2 4+ 2n7m, n € N. Vrijednost funkcije u ovim tockama je
flxy) = <g + 2n7r> sin <g + 2n7r> = g + 2n. (4.93)

Ocigledno je da f(x,) raste bez ograni¢enja kada n — oo, stoga ne postoji realan broj L
takav da je lim, o f(xz) = L. S druge strane, lim,_,o, f(x) ne moze biti +00 jer u tockama

xl, = 2nm, n € N, funkcija ima vrijednost
f(x)) = 2n7sin(2n7) = 0. (4.94)

Dakle, lim, . f(x) nije beskonacan i ne postoji. Graf funkcije f prikazan je na slici 4.6.



Poglavlje 5

Neprekidne funkcije

Neprekidnost funkcije je vrlo vazan koncept koji ima sredi$nju ulogu u ostatku ovog teksta.
Intuitivno, neprekidna funkcija je ona funkcija kod koje male promjene varijable z rezulti-
raju malim promjenama vrijednosti funkcije f(x). Drugim rije¢ima, ako se x promijeni za
mali iznos Az, tada se vrijednost funkcije promijeni za mali iznos A f = f(z + Ax) — f(x).
U tom slucaju kazemo da varijabla y = f(x) zavisi na neprekidan ili kontinuiran nacin
o varijabli z. Prvo ¢emo definirati neprekidnost funkcije u tocki, a zatim ¢emo taj po-
jam prosiriti na neprekidnost funkcije na intervalu. Sljedeca definicija neprekidnosti je tzv.

Weierstrassova ili € — § definicija neprekidnosti funkcije.

Definicija 5.1 KaZemo da je funkcija f neprekidna u tocki xg ako za svaki € > 0 postoji
0 > 0 takav da
|z =zl <6 = [f(z)— f(zo)| <e. (5.1)

Prema ovoj definiciji, f je neprekidna u tocki zg ako je lim,_.,, f(x) = f(zo). Drugim
rije¢ima, funkcija f je neprekidna u zp ako f(z) moze biti po volji blizu f(x¢) kada je x

dovoljno blizu xg. Definicija 5.1 podrazumijeva da je
(i) f definirana na nekoj okolini tocke o,
(il) limg—4, f(z) postoji,
(ili) limg g, f(x) 1 f(z0) su jednaki.
Ako bilo koji od ova tri uvjeta nije ispunjen, kazemo da f ima prekid u tocki xg.

Definicija 5.2 Ako je f neprekidna u svakoj tocki otvorenog intervala I C R, tada kaZemo

da je f neprekidna na 1.

58
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5.1 Vrste prekida funkcije

Postoji nekoliko na¢ina na koji funkcija moze imati prekid u tocki.

Uklonjivi prekid

Ako limy,_,,, f(z) postoji ali f(xo) nije definirano ili lim,_,,, f(x) # f(zo), tada kazemo da

f ima uklonjivi prekid u x = xzo. Ovo je blaga vrsta prekida jer se moze ukloniti na nacin
da se f(xo) definira (ili redefinira) tako da f(zo) bude jednako L = lim,_,,, f(z). Funkcija

f(x) _ f(x)7 T 7& o, (52)

L, T =0
tada ispunjava sva tri uvjeta (i)-(iii), i sukladno tome je neprekidna u x = zy.

Primjer 5.1 Neka je
f(2) = (2 — 4)/(z - 2). (5-3)

Progirite funkciju f tako da bude neprekidna u xg = 2.
Funkcija f ima prekid u g = 2 jer f(2) nije definirano. Medjutim,

lim f(z) = lim z=2+2)

stoga f ima uklonjivi prekid u xg = 2. Ako definiramo

z2—4
] r—2 x 7& 07
flay=1{ """ (5.5)
4, T =2,
tada je prosirena funkcija f neprekidna u x = 2 jer je
limy f(z) = lim f(z) =4 = f(2). (5.6)

Primijetimo da je time dobivena neprekidna funkcija f(z) = 2+ 2. B

Prekid prve vrste

Kazemo da f ima prekid prve vrste u tocki zg ako jednostrani limesi hmz_mg flx) i
limmﬁma f(x) postoje ali nisu jednaki. U tom slucaju vrijednost funkcije ima “skok” u
tocki xg ¢ija je apsolutna vrijednost

lim+ f(z)— lm f(x)|. (5.7)

T—T T—Ty
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Slika 5.1: Graf funkcije (5.8).

Promotrimo funkciju
—, z <0,

f(z) = (5.8)

241, z > 0,
prikazanu na slici 5.1. Funkcija ima prekid prve vrste u zg = 0 jer je
lim f(z)= lim (—z)=0 i lim f(z)= lim (z®4+1) =1, 5.9
T f(z) = Tim (~2) T f() = Tim (a2 +1) (59)
pa jednostrani limesi nisu jednaki. Skok funkcije u tocki zg = 0 iznosi
lim f(z)— lim f(z)]=]1-0]=1. (5.10)
z—0t z—0~
Prekid druge vrste
Neke funkcije imaju prekide koji nisu ni uklonjivi ni prve vrste. Ova vrsta prekida je u
izvjesnom smislu teza od prethodnih. Kazemo da funkcija f ima prekid druge vrste u tocki
x( ako barem jedan od limesa limxﬂxg f(x)ili limﬁHxa f(z) ne postoji. Na primjer, funkcija
f(z) = 1/x ima prekid druge vrste u xg = 0 jer je
1
lim — =00 i lim —=—o0. (5.11)
r—0t T z—0— X

Ocigledno, ova funkcija nije ograni¢ena u okolini tocke zg = 0.

S druge strane, funkcija f(z) = sin(1/x) je ograni¢ena u okolini nule jer je |[f(z)| < 1 za

svaki z € Kj(0). Ipak, funkcija f ima prekid druge vrste u zg = 0 jer, kako je pokazano u
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primjeru 4.7, lim,_.o f(x) ne postoji. Zbog oscilatorne prirode sinusa, te zbog ¢injenice da
1/z neogranic¢eno raste kada x — 07, funkcija f(z) = sin(1/z) sve brze oscilira u intervalu

[-1,1] kada 2 — 01 pa ne moze konvergirati prema nekom realnom broju L € [—1,1].

Neprekidnost funkcije moze se definirati pomodéu nizova na slican nacin kako je napravljeno

za limes funkcije u teoremu 4.4.

Teorem 5.1 Funkcija [ je neprekidna u tocki x = x¢ ako i samo ako f(x,) — f(xo) za

svaki niz {x,} v domeni funkcije f takav da x, — a.
Primjer 5.2 Zadana je Dirichletova funkcija

fay=4" re (5.12)
0, zeR\Q

Pokazite da f ima prekid druge vrste u svakoj tocki xg € R.

Odaberimo xy € R. Neka je {x,} niz racionalnih brojeva i neka je{z]} niz iracionalnih
brojeva koji konvergiraju prema a takvi da je x,, 2], # a za svaki n € N. Tada je f(z,) =0
i f(z]) =1 za svaki n € N, pa je lim,_.oo f(2,) = 01 lim, o f(2],) = 1. Prema teoremu
4.4 lim,_,,, f(z) ne postoji, stoga funkcija ima prekid druge vrste u tocki . Kako je xg

odabran prozvoljno, funkcija ima prekid u svakoj tocki o € R. B

5.2 Jednostrana neprekidnost i neprekidnost na zatvorenom
intervalu

Vidjeli smo da je funkcija f neprekidna u z¢ ako f(z) moze biti po volji blizu f(z¢) ako

je x dovoljno bizu xg. Ovdje je nebitno da li je z vedi ili manji od zg. Medutim, ako

neprekidnost promatramo samo za x < xg ili x > x(, tada dolazimo do pojma jednostrane

neprekidsnoti.

Definicija 5.3 KaZemo da je funkcija f neprekidna zdesna u tocki xy ako je

lim f(x)= f(zo). (5.13)

I".’ﬂo

Slicno, [ je neprekidna slijeva u xo ako je hm:c—wa f(z) = f(=zo).

U definiciji 5.3 se podrazumijeva da je kod neprekidnosti zdesna funkcija definirana na

intervalu [zg, 2o + 0), a kod neprekidnosti slijeva na intervalu (zo — 6, o], za neki § > 0.
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Funkcija moze imati prekid u tocki zg iako je neprekidna slijeva ili zdesna. Primijetimo
da teorem 4.5 implicira da je funkcija f neprekidna u zg ako i samo ako je f neprekidna
slijeva i zdesna u xg. Jednostrana neprekidnost nam omogucava da definiramo neprekidnost

funkcije na zatvorenom intervalu.

Definicija 5.4 KaZemo da je funkcija neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b] ako je
neprekidna u svakoj tocki otvorenog intervala (a,b), neprekidna zdesna u tocki a i neprekidna

slijeva u tocki b.
Primjer 5.3 Ispitajte neprekidnost funkcije f(x) = V1 — 22 na intervalu [—1,1].
Ako je zp € (—1,1), tada je f definirana s obje strane tocke zg i
Jim f() = /1 - a3 = f(z) (5.14)

Dakle, f je neprekidna u svakoj tocki zg € (—1,1). Ako je g = 1, tada ne mozemo govoriti
o neprekidnosti funkcije u xg = 1 jer f nije definirana za x > 1. Medjutim,
lim f(z)= lim V1—22=0= f(1), (5.15)
r—1— rz—1—
pa je funkcija neprekidna slijeva u xg = 1. Sli¢no, f je neprekidna zdesna u xg = —1. Graf
funkcije f prikazan je na slici 5.2. Za ovu funkciju kazemo da je neprekidna na zatvorenom
intervalu [—1,1]. B

5.3 Svojstva neprekidnih funkcija

Pojedine kombinacije neprekidnih funkcija su opet neprekidne. Sljedeéi rezultat je izravno
slijedi iz Fundamentalnog teorema o limesima 4.2 kazuje da je neprekidnost ocuvana kada

na funkcijama vrsimo algebarske operacije.

Teorem 5.2 Neka su funkcija f i g neprekidne u tocki xo. Tada su funkcije f+g i f-g
neprekidne u xo. Funkcija f/g je neprekidna u xo ako je g(xg) # 0.

Dokaz trivijalno slijedi iz fundamentalnog teorema o limesima 4.2. Za ilustraciju dokazimo

prvu tvrdnju. Funkcije f i g su neprekidne u zg, stoga je

lim f(z) = f(zo) 1 lim g(z) = g(xo). (5.16)

T—T0 T—T0

Prema teoremu 4.2 imamo

lim (f(z) +g(x)) = lim f(z) + lim g(z) = f(zo) + g(x0), (5.17)

T—T0 T—X0

§to implicira da je funkcija f + g neprekidna u xg.
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1.2

Slika 5.2: f(z) = V1 — 22.

63
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Teorem 5.3 Neka je lim,_.,, f(x) = yo i neka je g neprekidna u tocki yo. Tada je

lim g(f(z)) = g(yo)- (5.18)

Tr—X0

Dokaz. Neka je zadan € > 0. Zbog neprekidnosti funkcije u g u tocki yo postoji n > 0
takav da

ly—wl<n = l9(y) —g(wo)l <e. (5.19)

Za n > 0 postoji § > 0 takav da
0<[z—m|<d = [f(z)—wol<n (5.20)
jer je limy 4, f(x) = yo. Iz relacija (5.19) i (5.20) zaklju¢ujemo da
0<l|z—=zo| <6 = |g(f(z)) —g(y)| <e. (5.21)

Dakle, lim,_,,, g(f(x)) = g(yo). A

Ovaj rezultat mozemo zapisati u obliku

lim g(f(x)) = g( lim f()) (5.22)

T—T0 r—To

§to znaci da se limes i neprekidna funkcija mogu zamijeniti.

Korolar 5.1 (Teorem o neprekidnosti kompozicije funkcija) Neka je f neprekidna
u tocki xg, i neka je g neprekidna u tocki f(xzg). Tada je kompozicija funkcija (go f)(x) =
9(f(z)) neprekidna u tocki xg.

Dokaz. Zbog neprekidnosti funkcije f imamo lim,_.,, f(z) = f(z0), pa je prema prethod-

nom teoremu
lim g(f(@)) = g( lim f(@)) = g(f(20)). (5.23)

Dakle, funkcija g o f je neprekidna u zo. H

Teorem 5.4 Ako je funkcija f neprekidna u tocki xg, tada postoji 6 > 0 takav da je f

ogranicena na intervalu (xg — d, 9 + 9).
Drugim rije¢ima, ako je f neprekidna u zg, tada postoji § > 0 takav da je
|f(x)] <M zasvaki z € (zg— 0,20+ 9) (5.24)

za neki M > 0.
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Dokaz. Ako je f neprekidna u xg, tada za € = 1 postoji 0 > 0 takav da
[z —mo| <6 = [f(z) = flzo)| < L. (5.25)
Iz nejednakosti | | f(z)| — | f(wo)| | < |f(x) — f(wo)] slijedi
|f(z)| < 14 |f(zo)] zasvaki z € (xg— 0,20+ 9), (5.26)

stoga je f ograni¢ena na intervalu (zg — d,z9 + ). B

Sljedec¢ih nekoliko teorema daju vazna svojstva neprekidnih funkcija na zatvorenom inter-

valu.

Teorem 5.5 (Ograni¢enost neprekidne funkcije na zatvorenom intervalu) Ako je

funkcija f neprekidna na zatvorenom intervalu [a,b], tada je f ogranicena na |a,b].

Dokaz. Pretpostavimo suprotno da f nije ograni¢ena na [a, b]. Tada za svaki n € N mozemo
naéi x, € [a,b] takav da je f(zy) > n. Niz {x,} je ogranicen jer je sadrzan u [a, b] pa prema
Bolzano-Weierstrassovom teoremu ima konvergentni podniz {x,,} i limy_co zn, = o za
neki xy € [a,b]. Zbog pretpostavljene neprekidnosti funkcije f na intervalu [a, ] slijedi da
je limg_,oo f(zp,) = f(zo). Dakle, niz {f(x,,)} je konverentan pa je stoga ogranicen sto je
u suprotnosti s ¢injenicom da je f(zp,) > ny za svaki k € N. Zakljuc¢ujemo da f mora biti

ogranicena na [a,b]. B

Promotrimo ograni¢enu funkciju f na skupu I C R i definirajmo

m=1inf f(z) i M =sup f(x). (5.27)
wel x€el

Prirodno se postavlja pitanje da li postoje tocke x1,x2 € I takve da je
fler)=m 1 f(ze) =M. (5.28)
Razmotrimo ovaj problem na sljede¢im primjerima.

2

Primjer 5.4 Promotrimo funkciju f(x) = x* na intervalu (0,2). Ocigledno je

m= inf 22=0 i M= sup 2° =4, (5.29)
z€(0,2) z€(0,2)

ali ne postoje tocke x1,x9 € (0,2) takve da je f(x1) = 0 i f(z2) = 4. Medjutim, ako f

promatramo na zatvorenom intervalu [0,2], tada je f(0) =0 i f(2) = 4.
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0.6

0.4+

0.2

Slika 5.3: Graf funcije (5.30).

Primjer 5.5 Neka je
z =0,

x, x € (0,1],

kao na slici 5.3. Funkcija je ogranicena na [0,1] 4

m= inf f(x)=0, M= sup f(x)=1.
.776[0,1} IE[O,I]

66

(5.30)

(5.31)

U tockama x = 0,1 funkcija doseze maksimum, f(0) = f(1) = 1, ali ne postoji tocka

x € [0,1] takva da je f(x) = 0. Primijetimo da funkcija ima prekid zdesna u toc¢ki x = 0

kojgi se moze ukloniti ako definiramo f(0) = 0. U tom slu¢aju funkcija doseze minimum u

z=0.

Ovi primjeri upué¢uju na zakljucak da funkcija f doseze ekstremne vrijednosti ako je f

neprekidna na zatvorenom intervalu.
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Teorem 5.6 (Teorem o ekstremnim vrijednostima) Ako je funkcija f neprekidna na
zatvorenom intervalu [a,b], tada postoje x1,xo € [a,b] takvi da je

f(xz1) = sup f(z) @ f(xe)= inf f(x). (5.32)

vela] vefa

Dokaz. Definirajmo m = inf,cqy f(z) 1 M = sup,cp,) f(x). Pretpostavimo da f ne
doseze M, odnosno da je f(x) < M za svaki = € [a,b]. Definirajmo funkciju

o(z) = m >0, z€lab. (5.33)

Funkcija ¢ je neprekidna na [a,b] pa je prema teoremu 5.5 ograni¢ena na [a,b]. Stoga
postoji k > 0 takav da je g(x) < k za svaki z € [a,b]. Ovo implicira M — f(z) > 1/k > 0,
odnosno f(x) < M — 1/k za svaki x € [a,b] $to je u kontradikciji s ¢injenicom da je M =
SUPgefap f(7). Zakljutujemo da postoji z1 € [a,b] takav da je f(x1) = M. Pretpostavimo
sada da je f(x) > m za svaki x € [a,b]. Tada je funkcija

x € [a,b], (5.34)

ogranic¢ena na [a,b] pa postoji [ > 0 takav da je h(z) < [ za svaki z € [a,b]. Odavde
slijedi da je f(z) < m + 1/l za svaki z € [a,b] Sto je u suprotnosti s ¢injenicom da je

m = inf (44 f(2). Ovo povlaci da postoji x2 € [a,b] takav da je f(r2) =m. B

Teorem 5.7 (Teorem o meduvrijednostima) Neka je f neprekidna funkcija na zatvo-
renom intervalu [a,b] i neka sum = infoeqp f(z) @ M = sup,ejoy f(z). Tada za svaki
k € [m, M] postoji xo € [a,b] takav da je f(xo) = k. (vidi sliku 5.4).

Primijetimo da teorem o meduvrijednostima povlaéi da se interval [a, b] preslikava na [m, M],
odnosno f([a,b]) = [m, M].

Dokaz. Prema teoremu 5.6 postoje o/, 2 € [a, b] takvi da je f(z') =m i f(a”) = M. Neka
je k € [m, M]. Ako je k = m uzmemo zo = 2/, a u sluc¢aju da je k = M uzmemo zy = 2" i
dokaz je gotov. Pretpostavimo stoga da je m < k < M. Tada je nuzno ' # 2” pa mozemo
definirati interval [z}, 2] gdje su 2] = min{z/,2"} i 2] = max{a’,2”}. Tada je k strogo
izmedu f(z}) 1 f(z). Promotrimo poloviste (z} + z/)/2. Ako je

() o

tada stavimo zo = (2} + 2Y)/2 i dokaz je gotov. U suprotnom oznac¢imo sa [z5, 24| onaj od

dvaju segmenata [}, (2] + 27)/2], [(z}] + 2¥)/2, 2] za kojeg vrijedi da je k strogo izmedu
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15

05+

Slika 5.4: Neprekidna funkcija na [a,b] prima sve vrijednosti izmedju inf,cqy f(7) i

SUPge|a,b] f((L') :

f(h) 1 f(24). Sada promotrimo poloviste (z, + x4)/2 i nastavimo postupak. U n-tom

koraku ¢éemo imati

/ /!
2
i dokaz je gotov, ili
/ /!
F (f”n ‘;_f”n> Lk (5.37)

pasa [n,q, 2, ] oznacimo onaj od dvaju segmenata [z],, (27, +x7,)/2], [(x], +x7,)/2, x7,] za
kojeg vrijedi da je k strogo izmedu f(x,, ;)i f(z,,1). U slucaju da se postupak beskona¢no
ponavlja dolazimo do silaznog niza segmenata I; 2O Ir O I3 O ... gdje je I, = [z}, 2],
n € N. Iz konstrukcije slijedi da je

I / zy — 7

T (5.38)

i k je strogo izmedu f(x]) i f(2!). Prema Cantorovom teoremu 2.5 postoji zg € R takav
da je N,en In = {20}. Ocigledno je I, C [a, b] za svaki n € N pa je g € [a,b]. Tvrdimo da
je f(xo) = k. Ako je f(x0) < k, tada zbog neprekidnosti funkcije f postoji § > 0 takav da
je

f(z) <k zasvaki z € (zg— 0,20+ 9). (5.39)

Medutim, kako je zbog (5.38) lim, oo (2], —x}) = 0, to je [z}, x])] C (x¢ — J, 20+ J) za neki

n»en

n € N. S druge strane, k je strogo izmedu f(z),) i f(x!)) §to je u suprotnosti s (5.39). Dakle,
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ne moze biti f(xg) < k. Sli¢no se pokazuje da ne moze biti f(z¢) > k pa zaklju¢ujemo da
je f(zo) = k. W

Na kraju dokazimo da je inverzna funkcija neprekidne funkcije opet neprekidna funkcija.

Teorem 5.8 (Teorem o neprekidnosti inverzne funkcije) Ako je f injekcija i nepre-

kidna funkcija na [a,b], tada je f~' neprekidna na [m, M| gdje su

m= inf f(z) ¢« M= sup f(z). (5.40)
z€[a,b] z€[a,b]
Dokaz. Pretpostavimo da je f injekcija i neprekidna funkcija na [a,b]. Prema teoremu
5.6 postoje x1,x2 € [a,b] takvi da je f(z1) = m i f(z2) = M, pa je slika funkcije zatvoren
interval [m, M]. Ovo implicira da je inverzna funkcija definirana na intervalu [m, M], dakle
f~t: [m,M] — [a,b]. Neka je yo € [m,M], i neka je {y,} C [m,M] niz koji konvergira
prema ¥, limy, o0 Yn = yo. Zelimo pokazati da je limy, oo £~ (yn) = £~ (10)-

Definirajmo 2, = f~!(yn) i 20 = f~(yo) i pretpostavimo da lim,_.o z, # z¢. Tada postoji
e > 0 takav da je |z, — x| > € za beskona¢no mnogo ¢lanova niza {z,}. Odaberimo podniz
{z,} C{z,} takav da je

|z}, — 20| > € zasvaki n € N. (5.41)

Niz {«,} je ogranicen jer je z), € [a,b] za svaki n € N, pa prema Bolzano-Weierstrasso—vom
teoremu {z/,} sadrzi konvergentan podniz {x}}. Neka je lim, . 2} = ¢ za neki ¢ € [a,b]
gdje je ¢ # o zbog nejednakosti (5.41). Funkcija f je neprekidna pa je lim, o f(z}) =
f(e). Medjutim, {f(z})} je podniz niza {y,} = {f(x,)} koji konvergira prema yo = f(x¢),
stoga je lim, o f(2)) = f(z0). Zbog jedinstvenosti limesa imamo f(z9) = f(c). Ovo
implicira xg = ¢ jer je f injekcija, Sto je u kontradikciji sa xg # c¢. Dakle, lim,_, o x, = xg,

odnosno lim, . f~'(yn) = f~*(y0) pa zaklju¢ujemo da je f~! neprekidna u y,. W
5.4 Neprekidnost elementarnih funkcija

Osnovnim elementarnim funkcijama smatramo

(1) f(x) =z™, n € Z (cjelobrojna potencija),

(2) f(x) =a", a> 0 (opéa ekponencijalna funkcija),

(3) f(x) =sin(x) (sinus funkcija).
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Ostale elementarne funkcije dobivamo pomoc¢u konac¢nog broja algebarskih operacija s ovim
funkcijama, te njihovom kompozicijom ili inverzijom. U ovom odjeljku ¢emo dokazati da
su gore navedene funkcije neprekidne na svom prirodnom podrucju definicije Sto ¢e za

posljedicu imati neprekidnost ostalih elementarnih funkcija.

Potencija

Znamo da je funkcija y = = neprekidna na R. Iz teorema 5.2 slijedi da je svaka potencija
y = 2", n € N, takoder neprekidna na R jer je y = 2" umnozak neprekidnih funkcija.
Nadalje, prema istom teoremu funkcija y = =" = 1/2™ je neprekidna na R\ {0} sto
povladi da je y = x™ neprekidna na prirodnom podrucju definicije za svaki n € Z.
Svaki polinom
p(x) = apx™ + 12" V4 a1z +ag (5.42)

je zbroj neprekidnih funkcija pa je p(x) neprekidna funkcija na R. Prema teoremu 5.2 svaka
racionalna funkcija R(z) = p(z)/q(x), gdje su p(x) i g(x) polinomi, je neprekidna na R osim
u nultockama polinoma ¢(z). Ako p(x) i ¢(x) imaju zajednicku nultocku z¢ istog reda, tada

limg_,,, R(z) postoji pa R(x) ima uklonjivi prekid u zg.

Opcéa ekponencijalna funkcija

Neka je a > 0. Opca eksponencijalna funkcija baze a je funkcija
f(z)=a", zeR (5.43)
Podsjetimo se da ova funkcija ima sljedeca svojstva:
(a) f(x) >0 zasvaki x € R,
(b) f je strogo rastuéa za a > 1,
(c) f je strogo padajuéa za 0 < a < 1,
(d) a®a? = a®V i (a®)¥ = a™ za svaki z,y € R.
Graf eksponencijalne funkcije za ¢ > 11 0 < a < 1 prikazan je na slici 6.4.

Teorem 5.9 Eksponencijalna funkcija f(x) = a®, a > 0, je neprekidna na R.

Dokaz. Ako je a =, tada je f(x) = 1 za svaki x € R pa je tvrdnja u ovom sluc¢aju oc¢igledna.
Pretpostavimo da je a > 1. U prvom koraku ¢emo pokazati da je ekponencijalna funkcija

neprekidna u nuli, odnosno lim,_.ga® = a® = 1. Neka je € > 0. Zelimo naéi 6 > 0 takav da
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Slika 5.5: y = 2% je rastuca eksponencijalna funkcija, a y = (%)w je padajuca eksponencijalna

funkcija.

|z — 0| < 6 povlagi [a® — 1| < e. U primjeru 2.6 pokazali smo da je niz {a'/"} konvergentan
ilimy, oo at/n = g% = 1. Stoga postoji ng € N takav da
n>ny = |a/"—1|<e. (5.44)

Odaberimo n > ny i pokazimo da |z| < 1/n povlaéi [a® — 1| < e. Ako je 0 < z < 1/n, tada

zbog monotonosti ekpsponencijalne funkcije imamo a® < a® < a!/™ pa je
0<a®—1<a/"—1<e. (5.45)
Ako je —1/n < z < 0, tada je 1/n > —z > 0 §to implicira a'/® > =% > 1 odnosno
0<a®—1<d/"-1<e. (5.46)
Mnozenjem relacije (5.46) s a® > 0 dobivamo
0<l—-a"<ea"<e (5.47)

jer je a® < 1 (obzirom da je z < 0). Sada iz relacija (5.45) i (5.47) slijedi da je —e <

a® —1 < e za svaki |z| < 1/n. Ako stavimo 6 = 1/n, onda smo dokazali da

lt—0/<é = |a"—1]<e (5.48)
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odnosno da je lim,_,ga® =1 za a > 1. Neka je sada xo # 0. Tada je

lim ¢® = lim a®™" = lim a®™a" = ¢ lim o = a®. (5.49)
T—T0 h—0 h—0 h—0

Dakle, funkcija f(x) = a®, a > 1, je neprekidna u svakoj tocki xg € R.
Preptpostavimo sada da je 0 < a < 1 i definirajmo b = 1/a. Tada je

1\* 1 1
lim o = lim (-) = =a™, zeR. (5.50)

T—T0 z—xzo \ b limx_,xo bx bxo

Time smo pokazali da je funkcija f(z) = a” neprekidna na R za svaki a > 0. B

Sinus funkcija

Pokazimo da je funkcija sin(x) neprekidna na R. Za dokaz ove tvrdnje sluzimo se trigono-

metrijskim identitetom

sin(z) — sin(y) = 2sin (w ; y) cos (m ; y)’ z,y €R, (5.51)

i nejednakostima
|sin(z)| < |z|, |cos(z)] <1, zeR. (5.52)

Odaberimo xg € R. Tada relacije (5.51) i (5.52) povlace

| sin(z) — sin(zg)| = 2‘ sin (x —ng)’ )cos (m—l;x())‘ < Z‘x —2$0‘ = |z — | (5.53)

Odaberimo ¢ > 0. Tada za 0 = ¢ iz nejednakosti (5.53) slijedi
O0<l|r—z9|<d = |sin(z)—sin(zo)| <e. (5.54)

Dakle, lim,_,, sin(z) = sin(zg) za svaki 29 € R.

Ostale elementarne funkcije

Prema teoremima 5.1 i 5.2 sve algebarske kombinacije neprekidnih funkcija i njihove kom-
pozicije su neprekidne funkcije na svojim prirodnim domenama. To nam daje Siroku klasu
neprekidnih funkcija. Na primjer, funkcija

cos(z) = sin (x + g) (5.55)

jer neprekidna funkcija na R jer je kompozicija dvaju neprekidnih funkcija, f(z) = x +7/2

i g(z) = sin(x). Nadalje, ovo povlaci da su funkcije

tg(z) = ' i ctg(e) = — (5.56)
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takoder neprekidne svugdje osim u tockama gdje nazivnici is¢ezavaju.

Neprekidnost eksponencijalne funkcije implicira da su hiperbolni sinus i kosinus

shiz) = ——C " h(w)= L (5.57)
2 2
te hiperbolni tanges i kotanges
sh(z) ch(z)
th .

takodjer neprekidne funkcije na svojim domenama.

Prema teoremu 5.8 inverzne funkcije navedenih elementarnih funkcija su neprekide. Stoga

su logaritamska funkcija, arkus funkcije i area funkcije takodjer neprekidne.



Poglavlje 6

Derivacija funkcije

Pojam derivacije i diferencijalnog racuna datira iz 17. stolje¢a. Difencijalni ra¢un su ne-
zavisno jedan od drugog otkrili veliki engleski matematicar Isaac Newton izmedju 1655. i
1666. godine i njemacki matematicar Gottfried W. Leibniz izmedju 1673. i 1676. godine.
Tako je Newton prvi otkrio diferencijalni ra¢un, Leibniz je prvi objavio rezultate svojih is-

trazivanja u ¢lanku iz 1684. godine.

U ovom poglavlju ¢emo proucavati derivaciju funkcije i svojstva diferencijabilnih funkcija.
Derivacija je usko vezana uz pojam brzine promjene funkcije, pa diferencijalni ra¢un ima

primjenu svugdje gdje se mjeri promjena neke fizikalne veli¢ine.

Definicija 6.1 Derivacija funkcije f u tocki xq je

P ou) = tim LET R 10)

ako limes postoji. Kada limes postoji kaZemo da je f diferencijabilna (ili derivabilna) u

(6.1)

tocki xg.

Za derivaciju koristimo i oznaku %. Kada zelimo naglasiti da se derivacija uzima u tocki

o tada piSemo

%(1’0) ili % " (6.2)

Uvedimo varijablu x = x¢9 + h. Tada * — xg kada h — 0, stoga derivaciju mozemo zapisati
u obliku

f'(zo) = lim M. (6.3)

T—T0 T — X
Derivacija funkcije ima sljedeée geometrijsko znacenje. Neka je C krivulja zadana jed-
nadzbom y = f(z). Kvocijent

f(z) — f(x0)

k(z) = = — o (6.4)

74



POGLAVLJE 6. DERIVACIJA FUNKCILJE 75

Q / sekanta

J(x0 + AZ) fmmmmmm

0a

0.6+
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tangenta
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X 1
o xo + Ax

Slika 6.1: Sekanta i tangenta na krivulju y = f(z).

je koeficijent smjera sekante na krivulju C' kroz tocke P = (zo, f(z0)) 1 @ = (=, f(x)).
Kada r — x( tada se tocka @) priblizava tocki P, pa u limesu sekanta prelazi u tangentu
na krivulju C u toc¢ki P (vidi sliku 6.1). Dakle, u limesu kada = — z( koeficijent smjera
sekante prelazi u koeficijent smjera tangente. Prema tome, derivacija

f'(zo) = lim k(z) (6.5)

T—x0

je koeficijent smjera tangente na krivulju y = f(z) u tocki (xg, f(xo)). Jednadzba tangente

je dana sa
y — f(xo) = f'(x0)(x — z0). (6.6)

Pravac koji je okomit na tangentu (6.6) naziva se normala na krivulju y = f(x) u tocki
(0, f(x0)). Koeficijent smjera normale jednak je —1/f'(zg) ako je f'(xg) # 0, stoga jed-

nadzba normale glasi
1

f' (o)

Promotrimo jo$ jednu interpretaciju derivacije funkcije. Pretpostavimo da se tocka giba po

y — f(zo) = - ( —20). (6.7)

pravcu prema jednadzbi s = s(t) gdje je s(t) prijedjeni put u trenutku ¢. U vremenskom
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intervalu [to, to + At] Cestica je prosla put
As = s(to + At) — s(to) (6.8)

sa prosje¢nom brzinom
_ As  s(to+ At) — s(to)
VSAT A (6.9)

Ako prosjec¢nu brzinu mjerimo u sve kra¢im vremenskim intervalima, odnosno pustamo da

At — 0, tada oc¢ekujemo da © sve bolje aproksimira ono $to nazivamo trenutna brzina

Cestice u trenutku tg. Trenutnu brzinu definiramo kao

As s(to + At) — s(to)
= lim — = 1i , 6.10
CTAmA T AT A (610
ako limes postoji. Drugim rije¢ima, trenutna brzina je derivacija puta po vremenu,
ds
v = —. 6.11
7 (6.11)

Opcenito, ako je ovisnost fizikalne veli¢ine f o nekoj drugoj veli¢ini x dana u obliku funkcije

f(x), tada
& f@Eh) - @)
dr  h—0 h
predstavlja trenutnu brzinu promjene veli¢ine f u tocki x.

(6.12)

Odredimo derivacije nekih elementarnih funkcija.
Primjer 6.1 Neka je f(x) = ¢ konstantna funkcija. Tada je

) . fle+h)—flx) . c—c
-1 — lim =—=
Fz) B0 h heo  h
Konstantna funkcija se ne mijenja pa je brzina mjezine promjene jednaka nuli.

= 0. (6.13)

Primjer 6.2 Neka je f(x) = 2. Tada imamo

_ 2 2
lim fx+h)— f(x) — lim (x+h)*—x
h—0 h h—0 h

~ 2zh + h? .
= llzli% — = %1;1%)(237 + h) = 2z. (6.14)

fi(z) =

Primjer 6.3 Neka je f(x) = /z. U toc¢ki x > 0 imamo

Fla) = tig LEEM=SE) gy, Vrbho

h—0 h Axz—0
i Ve+h—+vzVe+h+z — lim (x+h)—x
h—0 h Vr+h+yx h=0h(Vx+h+ /1)

1 1
= lim = .
=0z +h+x 2T

Deriacija funkcije f(x) = \/x nije definirana za x < 0.

(6.15)
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Slika 6.2: f(x) = |z|.

Sljedeéi teorem pokazuje da je neprekidnost nuzan uvjet za derivabilnost funcije.
Teorem 6.1 Ako je funkcija f derivabilna u xo, tada je f neprekidna u xq.

Dokaz. Ako je f derivabilna u xg, tada imamo

Jim (@) = f(ao)) = Jimg LI

Ovo implicira lim,_,,, f(z) = f(x¢), dakle f je neprekidna u xo. W

Medjutim, neprekidnost nije dovoljan uvjet za derivabilnost u nekoj tocki. Na primjer,

f(x) = |z| je neprekidna na R ali nema derivaciju u z = 0 jer
|h

ne postoji (lijevi i desni limesi nisu jednaki). Ova funkcija ima “Siljak” u tocki (0,0) (vidi
sliku 6.2), pa u toj tocki nije moguce definirati tangentu. Ovo je tipi¢an primjer koji ilustrira
¢injenicu da je za egistanciju tangente, pa time i derivacije, u tocki (zo, f(xo)) potrebno da

funkcija bude dovoljno “glatka” u okolini tocke xy.
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6.1 Pravila deriviranja

Derivacije nekih funkcija mogu se direktno izracunati iz definicije 6.1. Medjutim, kod
slozenijih funkcija ovakav nacin ra¢unanja derivacije moze biti prilicno kompliciran. Stoga
je prebno razviti pravila deriviranja koja nam omoguéuju da ra¢unski postupak reduciramo

na nekoliko jednostavnijih koraka.

Teorem 6.2 (Pravila deriviranja) Neka su funkcije f i g derivabilne u tocki x. Tada

vrijedi
(1) (f(z) +g(x)) = f(x) + g'(),

(2) (f(x)g(x)) = f(x)g(x) + f(x)d' (x),  (Leibnizovo pravilo)

(3)

(%) -7 (x)g(:(s;(;);@)g D ok je g(x) #0. (6.18)
Dokaz. U ovom dokazu koristimo osnovna svovstva limesa iz teorema 4.2.
(1)

flx+h)+gx+h) = (fz)+g9(x))

(f(2) + g(x)) = lim

h—0 h
o (flaeth) - fx)  glz+h)—g(x)
_;ILLH%< h * h >
_ o fath) - f=) . gle+h)—glx) /
_}ILIE% h —1—%13% Y = fl(z)+g'(z). (6.19)

h—0 h
i £ gl 4 h) — f@)g(e ) + fx)gle +h) ~ F(@)g()
h—0 h
Zhjg<f($+hfz_f($)9(l‘+h)+f($)g(x+h,2_g(x)>

flz+h) - f(z) g(x +h) — g(x)

- fm oo + 1)+ (o) iy S5
= f'(x)g(z) + f(2)g'(x). (6.20)

Primijetimo da je prema teoremu 6.1 funkcija g neprekidna u tocki x pa vrijedi

}llii% glx+h) =g(z). (6.21)
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3)

flath)  [f(=z)

(M) G g fa o)~ fe(a +h)
g(x) h—0 h h—0 hg(xz + h)g(x)
o L+ Dg@) — F@)g@) + f@)g() — f@)ge+ 1)
h—0 hg(x + h)g(x)
LU (e = f@) gt h) — ga)
= s (et — (o) S )
. . fleth) - f(x) gl +h)—g(@)
= S+ Ry (@) (%13% h 9(x) = flz) limy h >
_ F@e) — @) (@) 625
(g9(2))? (6:22)
uz uvjet g(z) #0. A
Primjer 6.4 PokaZimo da je derivacija potencije dana sa
(") =na" !, neZ (6.23)

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti indukcijom za n > 0, a zatim pokazati da isti rezultat vrijedi

zan < 0. Za n =0 jednadzba (6.23) ocigledno vrijedi jer je
(%) = (1) = 0. (6.24)

Pretpostavimo da (6.23) vrijedi za svaki k& = 0,1,...,n. Tada za k = n + 1 pravilo za

derivaciju umnoska daje

(:L,n—&—l)/ —_ (xn 33‘)/ — (ZL‘n)/iL‘ + " (l’)/
=na"lr4a" 1= (n+1)a" (6.25)

Prema aksiomu matematicke indukcije zakljuéujemo da (6.23) vrijedi za svaki n > 0.

Neka je sada n < 0. Tada je n = —m, m > 0, pa primjenom pravila za derivaciju kvocijenta
dobivamo
1 / 1 I, amo 1 . m\/ m—1
@y = (2) =W @) ma e el (6.26)
rm (xm)2 r2m
[ |

Primjer 6.5 Odredite derivaciju funkcije

f(@) = (z+2%)(22% + 1). (6.27)
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Pravilo za derivaciju umnoska daje

% [(z 4+ 2%)(22° + 1)] = (v + 2?) (22° + 1) + (z + 27) (22° + 1)/

= (1+22)223 + 1) + (z + 2%)(2- 322 + 0)
= 10z? + 823 + 2z + 1. (6.28)

Primjer 6.6 Odredite derivaciju funkcije

NZ3
g(x) = N (6.29)

d( Ve )_(ﬁ)'(ﬁﬂ)—ﬁ(ﬁﬂ)'

de \Vz+1 (Vz +1)2
CapWVEH) - Vas s 1 6.0
T AR AR (6:30)

6.2 Derivacije trigonometrijskih funkcija

Za deriviranje trigonometrijskih funkcija potreban nam je sljedeéi preliminarni rezultat.

Propozicija 6.1
lim sin(6)
0—0 0

=1. (6.31)

i P3(OBD), te trokut Po,(OAD). Ako kut 6 izrazimo u radijanima, tada su povrsine kruznih

isjecaka
1 1

P = 5 cos’(0)0 i P3= §9 (6.32)

(radijus isjecka P; je 1 = cos(f), a radijus isjecka P3 je r3 = 1). Povrsina trokua P je
dana sa .

P, = B cos(#) sin(0). (6.33)

Ocigledno je Py < P» < Ps, iz Cega slijedi

%(3082(9) 0 < %COS(@) sin(f) < —6. (6.34)

N | =
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Slika 6.3: Jedini¢na kruznica.

Dijeljenjem nejednakosti (6.34) sa cos(#)0 > 0 dobivamo

sin(6) < 1

cos(9) < 6 — cos(f)’

6> 0. (6.35)

Funkcije u relaciji (6.35) su parne, pa gornje nejednakosti vrijede i za 6 < 0. Kako je cos(6)

neprekidna funkcija u = 0, imamo

lim cos(f) = 1,

lim —— = 1. 6.36
6—0 620 cos(#) (6.36)

Sada iz nejednakosti (6.35) i pravila o uklijestenoj funkciji 4.2 slijedi

. sin(6)
lim —= =1. .
0 (637
|
Sljededi rezultat koji nam je potreban je
—1
lim @) =1 _ g (6.38)
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Racionalizacijom izraza dobivamo

-1 -1 1
lim cos(x) — fim cos(x) — 1 cos(x) +
o—0 x z—0 x cos(z) + 1
 lim cos?(x) — 1 i = sin(z) sin(z)
a—0 x(cos(x) +1) 2—0 x  cos(x)+1
. sin(z) . sin(z) 0
0 s cos(z) + 1 0+1 (6:39)

Ovdje smo uzeli u obzir da je lim,_,gsin(x)/x = 1 i lim,_,¢ sin(z) = sin(0) = 0.

Sada mozemo odrediti derivaciju funkcije sin(z). Primjenom adicionog teorema

sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y) (6.40)
dobivamo
) .. sin(z + h) —sin(x)
g Sin(e) = Jim h
— lim sin(x) cos(h) + cos(x) sin(h) — sin(x)
A0 h
h)—1 in(h
= lii% <sin(x)% + cos(x) sm}g )>
. . cos(h)—1 sin(h)
= sin(x) %li% . + cos(x) N = cos(z). (6.41)
Dakle,
d
= sin(x) = cos(x). (6.42)
Na slican nacin se pomoc¢u adicionog teorema
cos(z + y) = cos(z) cos(y) — sin(x) sin(y) (6.43)
pokazuje da je
d
e cos(x) = —sin(x). (6.44)

Iz rezultata (6.42) i (6.44) mozmo izracunati derivacije drugih trigonomerijskih funkcija.

Na primjer, derivacija funkcije tangens je dana sa

it (z) = d sin(z) _ (sin(z)) cos(x) — sin(z)(cos(z))’
dz & T 4z cos(x) cos?(x)
2 ;2
_ cos () + sin“(x) 1 . (6.45)
cos?(x) cos?(x)
Slicno, za derivaciju funkcije kotangens imamo
d
—ct = — . 6.46
dz’ 8(@) sin?(z) (6.46)
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6.3 Derivacija kompozicije funkcija

Teorem 6.3 (Derivacija kompozicije funkcija) Neka je f derivabilna u tocki xo i neka
je g derivabilna u tocki f(xg). Tada je kompozicija funkcija (go f)(x) = g(f(x)) derivabilna
u tocki xg, © vrijedi

(go ) (zo) = ¢'(f(x0)) f' (o). (6.47)

U jednadzbi (6.47) izraz ¢'(f(xo)) oznacava derivaciju funkcije g u tocki f(zo).

Dokaz. Funkcija f je derivabilna u zg, pa u okolini te tocke xg mozemo definirati funkciju

n(z) = %ﬁém — f'(z0), = # wo. (6.48)
Primijetimo da je
Jim 7(z) = f'(z0) — f'(x0) = 0. (6.49)
1z jednadzbe (6.48) dobivamo
f(@) = fwo) = (f'(z0) +n(z))(x — 20), = # o (6.50)

Sli¢no, funkcija g je derivabilna u yo = f(z9), pa mozemo definirati funkciju

9(y) — 9(¥o)

/
-39 (yo), Y # Yo, 6.51
— (o) 0 (6.51)

p(y) =
za koju vrijedi lim, ., ¢(y) = 0. Iz jednadzbe (6.51) dobivamo

9(y) — 9(o) = (' (o) + ¢ () (¥ — vo)- (6.52)

Neka je h(xz) = g(f(x)). Tada jednadzbe (6.50) i (6.52) povlace

= [0/ (F(x0)) + 9 (F ()] (F(2) — F(z0))
= [ 0)) + $(F@)] (o) + n(@)) & — o). (6.53)
Stoga je
Jim MOZHI) g [ (1a0) + o @)] (F00) +0(@)) (659)

Uvedimo supstituciju y = f(x). Prema teoremu 6.1 funkcija f je neprekidna u zg, pa je
lim, .z, ¥y = yo. Stoga je
lim ¢(f(z)) = lim ¢(y) =0 (6.55)

T—T0 Yy—Yo
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Sada iz jednadzbe (6.54) dobivamo

W (x0) = lim (g'(f(x0)) + ¢(y)) lim (f'(z0) +n(x)) = ¢'(f(x0))f' (x0) (6.56)

T—x0 T—x0
jer je limy_p, m(z) =0. W
Primjer 6.7 Odredite derivacije sljedecih funkcija:

y =sin(z?), y=sin’(z), y=1/1+ td(z). (6.57)

Pravilo za derivaciju kompozicije funkcija daje

% sin(22) = sin’(22) (22)' = cos(a?) 2, (6.58)

. sin?(z) = 2sin(x) sin’(z) = 2sin(x) cos(x) = sin(2x), (6.59)
SV @ =5 (@) 1 @) = e )

te() (6.60)

1+ tg?(x) cos?(x)
|

Primijetimo razliku u derivacijama funkcija sin(2?) i sin?(z). Opéenito, ako je f proizvoljna

funkcija, tada je
d

@] =nlf@)]" f@), nek. (6.61)

Primjer 6.8 PokaZimo da je
d
d—afk = k2"t za svaki k€ Q. (6.62)
x

Iz primjera 6.4 znamo da (6.62) vrijedi za svaki k € Z. Neka je k = m/n gdje su m € Z
i n € N. Definirajmo funkciju f(z) = 2™/ Tada je (f(z))" = 2™, pa deriviranjem ove

jednadzbe dobivamo

n[f(a:)]n_lf'(x) =maz™ L, (6.63)
Odavde slijedi da je
m—1
, m x m m_y
- — = — n . . 4
o) = T (6.64)

Dakle, relacija (6.62) vrijedi za svaki racionalni broj k& = m/n. Moze se pokazati da isto

pravilo vrijedi za realne potencije,

—z%=az"!, acR. (6.65)



POGLAVLJE 6. DERIVACIJA FUNKCILJE 85

6.4 Derivacija inverzne funkcije

Neka je f: A — B bijekcija. Tada mozemo definirati inverzno preslikavanje f~': B — A
takvo da je
fUf@) =2, zed,  f(f'W) =y, yeB (6.66)

Sljedeéi rezultat povezuje derivaciju inverzne funkcije f~! s derivacijom funkcije f.

Teorem 6.4 (Teorem o derivaciji inverzne funkcije) Pretpostavimo da je f: (a,b) —
(¢,d) bijekcija i diferencijabilna na (a,b). Ako je f'(xo) # 0 u tocki zo € (a,b), tada je f=*

diferencijabilna u yo = f(xg) i vrijedi

1y 1
= . 6.67
(7Y () = 7= (6.67)
Dokaz. Pretpostavimo da je f'(zg) # 0, 2o € (a,b). Tada je
1 1 . T — X0
= = lim ———. 6.68
Plao) T ZEIE 2 Fa) — f(a0) (669
T—xQ

Neka je zadan £ > 0. Tada prema definiciji limesa jednadzba (6.68) povlaci da postoji n > 0

takav da
Tr — X 1

f(@) = f(zo)  f'(w0)
Neka su y = f(x) i yo = f(x0). Funkcija f je neprekidna na (a,b) pa je prema teoremu 5.8

O0<|z—xzo|<n = <e. (6.69)

inverzna funkcija neprekidna na (¢, d). Stoga, za n > 0 postojij d > 0 takav da
0<ly—wl<é = |f')—F"wo)|=lz—x <n. (6.70)
Sada relacije (6.69) i (6.70) povlace da za 0 < |y — yo| < ¢ vrijedi

S y) = (o) 1
— — (o) <e. (6.71)

Ovo implicira da je

lim — = (6.72)

odnosno

(f 71 (wo) = : (6.73)
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Derivaciju inverzne funkcije mozemo zapisati i kao
1
F1(F o))

Ovo pravilo ¢emo koristiti u nalazenju derivacija nekih elementarnih funkcija kao Sto su

(F 7 (wo) = (6.74)

eksponencijalna funkcija i arkus funkcije.
Primjer 6.9 Odredite derivaciju funkcije g(x) = \/x, x > 0.

Funkcija g je inverzna funkcija funkcije f(z) = 22, > 0. Stoga je prema formuli (6.67)

1 2

/ . .
g(y) = gdje je y=z“. 6.75
) = 7 (6.75)
Dakle,
1 1
"Y) = — = —— 6.76
9 =5 =3 7 (6.76)
Sto se slaze sa ranije dobivenim rezultatom. W
6.5 Derivacija eksponencijalne i logaritamske funkcije
Promotrimo derivaciju eksponencijane funkcije
am+h _ LT h _ ah -1
wC T T T ane o (6.77)
Pretpostavimo na trenutak da limj,_q(a” — 1)/h postoji i definirajmo funkciju
Cla)=1m “ =L as (6.78)
= lim . .
R e A
Tada dobivamo J
%al’ =C(a)a”. (6.79)

Derivacija eksponencijalne funkcije je proporcionalna toj funkciji gdje je konstanta propor-
cionalnosti jednaka C'(a). Za razlicite vrijednosti baze a konstanta C'(a) se moze priblizno

odrediti aproksimacijom limesa (6.78) uzimajuéi h ~ 0. Na primjer,

o2k
C(2) = }ILIH%) ~ 0.693147, (6.80)
h _
C(3) = lim ~ 1.098612. (6.81)

h—0
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Slika 6.4: y = e” prirodna eksponencijalna funkcija, y = In(x) prirodna logaritamska funk-

cija.

Moze se pokazati da postoji jedinstveni realni broj 2 < e < 3 takav da je C'(e) = 1, odnosno
da je
h—1
lim ¢
h—0
Broj e naziva se Eulerov broj, Napierova konstanta ili baza prirodnog logaritma. To je ira-

=1. (6.82)

cionalan broj koji priblizno iznosi e ~ 2.71828. U prirodnoj bazi derivacija eksponencijalne
funkcije ima jednostavan oblik
d

@ew =e", zelR (6.83)

Vaznost ekponencijalne funkcije potjece iz ¢injenice da je ova funkcija je rjesenje difereci-
jalne jednadzbe y'(x) = y(z) koja modelira mnoge pojave u fizici i tehnici. To je ujedno i
jedina funkcija (do na multiplikavitnu konstantu) ¢ija derivacija je jednaka njoj samoj $to

povlaci da je trenutni rast funkcije u tocki x jednak njezinoj vrijednosti u toj tocki.

Za opcu eksponencijalnu funkciju u bazi a > 0 vrijedi identitet
a® = e® (@) (6.84)
pa pravilo za drivaciju kompozicije funkcija daje

d T _ ie‘r In(a) _ e In(a) i(x ln(a)) — ln(a) a”. (685)

dx “ dx dzx
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Usporedbom jednadzbi (6.79) i (6.85) zakljucujemo da je C(a) = In(a), odnosno da je

. ah—1
}ILIL% = In(a). (6.86)

Ako je f(x) proizvoljna diferencijabilna funkcija, tada je

d
L ef@ — of@) g
T3¢ e\ fi(x). (6.87)

Derivaciju logaritamske funkcije mozemo dobiti dobiti iz identiteta

log,(a®) =z, z€R. (6.88)
Deriviranjem (6.88) dobivamo
d
T log,(z) = log),(a®)(a®) = 1. (6.89)

Kako je (a*)" = In(a) a®, slijedi da je

1
log! (a®) = . .
o8, (0) = s (6.90)
Definirajmo y = a* > 0. Tada je
D 1os. () = >0 (6.91)
dy ga y - ln(a)y’ y . .
U prirodnoj bazi a = e imamo In(e) = 1 §to povlaci
d 1
—In(y)=—-, y>0. 6.92
n) = (692
Ako je f(x) > 0 proizvoljna diferencijabilna funkcija, tada je
d f'(z)
— = . 6.93
(@) = 55 (6.99)

6.6 Derivacije arkus funkcija

Arkus funkcije su inverzne trigonometrijske funkcije koje dobivamo restrikcijom trigonome-

trijskih funkcija na odredjene segmente tako da dobivene restrikcije budu bijekcije.

Restrikcija funkcije sinus dana sa

sin [—g g} — [~1,1] (6.94)
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0,5

-0,5

-1,5

Slika 6.5: f(x) = arcsin(x).

je bijekcija, pa postoji inverzno preslikavanje
arcsin: [—1,1] — [—g,g] (6.95)

takvo da je

arcsin(sin(x)) =z, z € [—— (6.96)

Graf funkcije arcsin(z) prikazan je na slici 6.5. Deriviranjem jednadzbe (6.96) dobivamo

e arcsin(sin(z)) = arcsin’(sin(z)) (sin(x))" = 1, (6.97)
Sto povlaci ,
arcsin'(sin(z)) = — oy e (—5, 5) : (6.98)

Neka je y = sin(z), —1 < y < 1. Tada je cos(z) = /1 — y? $to implicira
“l<y<l. (6.99)

Primijetimo da iako je funkcija arcsin(y) definirana na zatvorenom intervalu [—1,1], deri-

vacija ne postoji u tockama y = +1.

Promotrimo sada bijektivno preslikavanje

cos: [0, 7] — [—1,1]. (6.100)
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Slika 6.6: f(x) = arccos(z).

Inverzna funkcija
arccos: [—1,1] — [0, 7] (6.101)

zadovoljava relaciju
arccos(cos(z)) =z, x € [0,7] (6.102)

pa sliénim postupkom kao u prethodnom slucaju deriviranjem (6.102) dobivamo

“l<y<l. (6.103)
Graf funkcije arccos(z) prikazan je na slici 6.6.

Derivacije ostalih arkus funkcija dobiju se na analogan nac¢in. Definirajmo restrikciju

tg: (—E,z) — (—00,00) (6.104)
272
i pripadnu inverznu funkciju
arctg: (—oo,00) — (—g,g) (6.105)
koja zadovoljava relaciju
arctg(tg(x)) =z, =€ (—g, g) , (6.106)
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0,5

10 20
Slika 6.7: f(x) = arctg(z).
Deriviranjem dobivamo
d
- arctg(tg(x)) = arctg/(ta(x)) (ta(x))’ =1, (6.107)
odnosno
arctg (tg(z)) = cos®(x) (6.108)

jer je (tg(x)) = 1/cos®(z). Supstitucijom identiteta tg?(x) +1 = 1/cos?(z) u gornju

jednadzbu imamo

arctg’(tg(z)) = 1—1—+g2(x)’ x € (—g, g) : (6.109)

Ako uvedemo varijablu y = tg(z), y € (—o0, o), tada relacija (6.109) povlaci

d
d—yarctg(y) BT y € (—00,00). (6.110)

Sliéno se pokazuje da suzenjem domene kotangensa,

ctg: (0,7) — (—o00,00), (6.111)
dobivamo J )
d—yarcctg(y) L y € (—00,00). (6.112)

Grafovi funkcija arctg(z) 1 arcctg(z) su prikazani na slikama 6.7 1 6.8.
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Slika 6.8: f(x) = arcctg(z).

6.7 Logaritamska derivacija

Logaritamska derivacija se koristi za deriviranje funkcija oblika h(z) = f(x)?%). Ovaj
tip funkcija ne moze se derivirati po pravilu za derivaciju potencije osim ako je g(z) = a

konstanta. Funkciju A treba najprije logaritmirati tako da dobijemo

Inh(z) = g(x)In f(z). (6.113)

Deriviranjem ovog izraza dobivamo
!/
/ f'(x)
——= =g (x)In f(x) + g(x) =, 6.114
(z)In f(z) + g(x) o) (6.114)

§to povlaci
f'(@)
f(x)

Izraz u jednadzbi (6.115) naziva se logaritamska derivacija funkcije f(x)9®). U posebnom

%f(w)g(“ = f@)" |¢(z) In f () + g(x) (6.115)

slucaju kada je g(z) = a konstanta imamo

d _
d—f(x)“ =af(x)* 1 f'(x). (6.116)
x
Sliéno, ako je f(x) = a > 0, tada jednadzba (6.115) daje
iag(m) = In(a) a?® ¢ (). (6.117)

dx
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Primjer 6.10 Odredite jednadzbu tangente na krivulju y = x¢ u tocki xo = 1.

Primijetimo da je funkcija y = 2°° definirana za x > 0. Logaritmiranjem dobivamo

Iny = e*In(z), (6.118)
stoga je y J !
g = (e In(z)) = " In(x) + ex;. (6.119)
Dakle,
P 1
y =2 e" (ln(w) + —> , = >0. (6.120)
x

Koeficijent smjera tangente u tocki 2o = 1 jednak je 3/(1) sto daje
y(1)=e-(In(1)+1) =e. (6.121)

Tocka u kojoj tangenta dira krivulju ima y-koordinatu yp = y(1) = 1, pa jednadzba tangente
glasi
y—1l=e(z—1). (6.122)



Poglavlje 7

Teoremi diferencijalnog racuna

U ovom poglavlju ¢emo proucavati neka svojstva diferencijabilnih funkcija, posebno odnos
izmedju funkcije f i njezine derivacije f’. Zapocet ¢emo s istrazivanjem minimalnih i maksi-
malnih vrijednosti funkcije, i vidjeti u kakvoj su vezi s derivacijom funkcije. Rezultati koje

ovdje navodimo imaju Siroku primjenu u matematickoj analizi i matematici opéenito.

Definicija 7.1 KaZemo da je f(xg) lokalni minimum funkcije f ako postoji 6 > 0 takav da
je
f(z) > f(zo) za svaki x € (xg—d,z0+0). (7.1)

Slicno, f(xo) je lokalni maksimum ako postoji 6 > 0 takav da je
f(z) < f(xo) za svaki x € (xg —J,z0 + 9). (7.2)

Definicija 7.2 KaZemo da je f(xg) globalni minimum funkcije f na invervalu I, gdje je
xg € I, ako je f(x) > f(xo) za svaki x € 1. Slicno, f(xg) je globalni maksimum funkcije f
na intervalu I ako je f(x) < f(xo) za svaki x € 1.

Lokalni (globalni) minimum ili maksimum funkcije f nazivamo krace lokalni (globalni) ek-

strem.

Primjer 7.1 Funkcija f(x) = sin(z) ima beskonaéno mnogo lokalnih ekstrema. f ima
lokalni maksimum u tockama x,, = % + 27mn ¢ lokalni minimum u tockama x, = 37” + 27mn,

n € Z. Primietimo da su u ovom primjeru lokalni ekstremi takodjer globalni ekstremi na

R.

Teorem 7.1 (Fermatov teorem) Ako je f(xq) lokalni ekstrem funkcije f, tada je f'(xo) =
0 ili f'(zo) ne postoji.

94
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1A

0.5

Slika 7.1: Funkcija f(z) = sin(z) ima lokalni maksimum u tockama z, = 5 + 27n i lokalni

minimum u tockama x, = = + 27n, n € Z.

Dokaz. Pretpostavimo da f’(zg) postoji, i da je f(xo) lokalni maksimum. Tada postoji
0 > 0 takav da je
f(x) < f(xo) zasvaki x € (zg — d, 20+ 9). (7.3)

Ovo implicira da je

fla) = flaw) _

pr— za svaki xo— 90 <z < o, (7.4)
%ﬁilﬁo) <0 zasvaki x9<z<xzo—6. (7.5)

Ako f'(xg) postoji, tada je
e TS i

jer jednostrani limesi moraju biti jednaki. Iz jednadzbi (7.4) i (7.5) slijedi

f(z) = f(=0) >0 lim fx) = flxo) _

0, (7.7)

lim
=Ty T — X9 z—»xar T — o

to implicira f’(x¢) = 0. Slican dokaz se provodi kada je f’(z¢) lokalni minimum. W

Definicija 7.3 Ako je f neprekidna u tocki xg i f'(xo) = 0 ili f'(x¢) ne postoji, tada

kaZemo da je xq kriticna tocka funkcije f.
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f(x)=x 251

200
15)
: 2
1.0 r g(x) = X3

o5F

-2 -1 0 1 2

Slika 7.2: Funkcije f(z) = 25 i g(z) = 22.

2 imaju lokalni minimum u z = 0 (vidi sliku 7.2). Medutim,

Funkcije f(z) = i ig(x) ==
1/(0) ne postoji jer je f'(z) = %%, dok je u drugom slucaju ¢’(0) = 0. U oba slucaja je

x = 0 kriti¢na tocka funkcija f i g.

Primijetimo da obrat Fermatovog teorema ne vrijedi: ako je xg kriticna tocka funkcije f,

tada f(zo) ne mora biti lokalni ekstrem. Na primjer, funkcija f(x) = 2% ima kriticnu tocku

uz =0 jer je f/(0) =0, ali f(0) nije lokalni ekstrem (vidi sliku 7.3).

Sljedeéi teoerm je fundamentalan jer iz njega slijede drugi vazni rezultati diferencijalnog

racuna.

Teorem 7.2 (Rolleov teorem) Neka je funkcija f neprekidna na zatvorenom intervalu
[a,b] i diferencijalbilna na otvorenom intervalu (a,b). Ako je f(a) = f(b), tada postoji
xg € (a,b) takav da je f'(xo) = 0.

Dokaz. Ako je f(z) = f(a) = f(b) za svaki = € (a,b), tada je f konstanta pa je f'(z) =0
u svakoj tocki x € (a,b). Pretpostavimo da f nije konstanta. Prema teoremu 5.6 postoje
x1,x2 € [a,b] takvi da je f(x1) < f(z) < f(x2) za svaki z € [a,b]. Kako f nije konstanta,
to je f(z1) < f(x2). Tada tocke z1 i 2 ne mogu obje biti rubne tocke intervala [a, b] zbog
pretpostavke f(a) = f(b). Dakle, barem jedna od toc¢aka x1, z nalazi se u otvorenom
intervalu (a,b), recimo x; € (a,b). Prema Fermatovom teoremu je f’(x1) = 0 jer je po

pretpostavci f diferencijabilna u (a,b). B
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Slika 7.3: Funkcija f(r) = 3 nema ekstrem u x = 0 iako je f'(0) = 0.

Primjer 7.2 llustrirajte Rolleov teorem funkcijom f(z) = —2% + 322 na intervalu [0, 3].

U rubnim tockama je f(0) = f(3) = 0. Pokazimo da postoji totka zg € (0,3) takva da je
f(x0) = 0. Nultocke derivacije su dane jednadzbom

—32% 4+ 62 =0 (7.8)

koja ima rjesenja x = 0,2. Dakle, trazena tocka u intervalu (0, 3) je xg = 2. Graf funkcije

f prikazan je na slici 7.4. B

Sljedeci primjer pokazuje vaznost pretpostavke da je f neprekidna na [a,b]. Neka je

r, x€l0,1),
g(x) =
0, z=1.

(7.9)

Funkcija g zadovoljava sve pretpostavke Rolleovog teorema osim $to u desnoj rubnoj tocki

x = 1 ima prekid slijeva jer je

lim g(z) =1+#0=g(1). (7.10)

r—1—

Kako je ¢'(z) = 1 zasvaki z € (0, 1), jasno je da ne postoji zg € (0,1) takav da je ¢'(x¢) = 0.

Teorem 7.3 (Cauchyev teorem srednje vrijednosti) Ako su funkcije f i g neprekidne

na [a,b] i diferencijabilne na (a,b), tada postoji xg € (a,b) takav da je

f'(z0) (9(b) — g(a)) = g'(w0) (£(b) — f(a)). (7.11)
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Slika 7.4: f(z) = —3 + 322

Dokaz. Definirajmo

F(z) = f(2)(g(b) — g(a)) — g(x)(f(b) — f(a)). (7.12)

Funkcija F' je neprekidna na [a,b] i diferencijabilna na (a,b). U rubnim tockama vrijedi

F(b) = F(a) = f(a) (9(b) = g(a)) — g(a) (f(b) — f(a))

— f(6) (9(b) — g(a)) + g(b) (f(b) — f(a)) =0, (7.13)
§to povlaci F'(a) = F(b). Stoga prema Rolleovom teoremu postoji zg € (a,b) takav da je
F'(wo) = f'(x0) (9(b) — g(a)) — ¢'(z0) (f(b) = f(a)) =0, (7.14)
odakle slijedi
(o) (9(b) — g(a)) = g'(z0) (f(b) — f(a)). (7.15)

Cauchyev teorem ima interesantnu interpretaciju ako se zapise u obliku

b)—f(a
(o) f(b)—f(a)

b—a
g’(xo) B g(bl))_g(a)

(7.16)

(uz uvjet da je f(a) # f(b) i g(a) # g(b)). Pretpostavimo da se dvije Cestice gibaju u

vremenskom intervalu [a, b] gdje f i g opisuju prijedjeni put ¢estica kao funkciju vremena.
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Tada postoji trenutak ty € (a,b) u kojem je omjer njihovih trenutnih brzina jednak omjeru
njihovih prosjeénih brzina u intervalu [a,b]. Interesantno je da ovaj zakljucak vrijedi bez

obzira kako se gibaju cestice.

Sljedeéi teorem je izravna posljedica Cauchyevog teorema srednje vrijednosti za g(x) = x, i

ima Siroku primjenu u matematici.

Teorem 7.4 (Lagrangeov teorem srednje vrijednosti) Ako je funkcija f neprekidna

na [a,b] i diferencijabilna na (a,b), tada postoji x¢ € (a,b) takav da je

la) = LD, (717)

Lagrangeov teorem povezuje derivaciju funkcije sa srednjom vrijednosti funkcije na zadanom
intervalu. Prema ovom teoremu postoji tocka zy € (a,b) u kojoj je koeficijent smjera

tangente u (zo, f(xo)) jednak koeficijentu smjera sekante koja prolazi tockama (a, f(a)) i

(0, f(b))-
Primjer 7.3 Illustrirajte Lagrangeov teorem fukcijom f(x) = x? 4+ 1 na intervalu [0, 1].

Funkcija f ocigledno zadovoljava pretpostavke Lagrengeovog teorema. Pronadjimo tocku
xo € (0,1) takvu da je

(o) = %ﬁ;(m- (7.18)
Koeficient smjera sekante kroz tocke (0,1) i (1,2) jednak je
_ M =f0O) _
by = S = L (7.19)

Tocka u kojoj koeficijent smjera tangente ima istu vrijednost je dana sa
f/(x()) = 23:0 = 1, (720)

Sto daje g = 1/2. Funkcija f je prikazana na slici 7.5. B
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Slika 7.5: Tangenta na krivulju y = 22 + 1 u tocki zg = 1/2 ima isti koeficijent smjera kao
sekanta kroz tocke (0,1) i (1,2).



Poglavlje 8

Primjene diferencijalnog racuna

8.1 L’Hospitalovo pravilo

Cauchyev teorem srednje vrijednosti je osnovni rezultat kojim se dokazuje nekoliko te-
orema poznatih pod nazivom L’Hospitalovo pravilo. Ovi teoremi imaju vaznu primjenu u

racunanju nekih tipova limesa koje nazivamo neodredjeni oblici.

Teorem 8.1 (Neodredjeni oblik 8) Neka su f i g diferencijabilne funkcije na nekoj oko-
lini Kj(a) tocke a. Neka je g'(x) # 0 za svaki x € Kj(a) i neka je

lim f(z) = lim g(x) = 0. (8.1)

Tr—a r—a

Ako lim,_., f'(2)/g'(x) postoji, tada je

(8.2)
Ovaj tip limesa nazivamo neodredjeni oblik % jer f(x) - 01g(x) — 0 kada = — a.

Dokaz. Ako funkcije f ili g eventualno imaju prekid u x = a, mozemo ga ukloniti tako
da definiramo f(a) = 0 ili g(a) = 0 jer je limy_o f(x) = lim,_q g(x) = 0. Stoga mozemo
pretpostaviti da su f i g neprekidne na skupu Kj(a) za neki 6 > 0. Neka je a < x < a + 9.
Tada su f i g neprekidne na zatvorenom intervalu [a, x] i derivabilne na otvorenom intervalu

(a,x). Prema Cauchyevom teoremu srednje vrijednosti postoji t, € (a,z) takav da je

f(ta)(9(z) = g(a)) = ¢'(ta) (f(z) = f(a)), (8.3)

odnosno

f'(ta) g(z) = g'(t2) f () (8.4)
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jer je f(a) = g(a) = 0. Pokazimo da je g(x) # 0. U suprotnom g is¢ezava na rubovima
intervala [a, z] pa prema Rolleovom teoremu postoji ¢ € (a,z) takav da je ¢’(¢c) = 0. Ovo
je u suprotnosti s pretpostavkom da je ¢'(c) za svaki ¢ € K (a). Dakle, mora biti g(z) # 0

pa jednadzbu (8.4) mozemo zapisati u obliku

fa) _ )

g(x)  g'(ts)’

Sliéno se pokazuje da za a — § < x < a postoji s, € (z,a) takav da je

f@) _ F(sa)

g9(x)  g'(s2)
Ocigledno t, — at kada x — a™ i s, — a~ kada x — a~ pa iz (8.5) i (8.6) dobivamo
! /
g ()

L = ] 8.7
S e A ) W ) ®.7)

lim m: lim f'(s2) lim I (52)
T—a~ g(x) z—a~ g’(sm) Sp—ra g/(sm)’

redom. Prema pretpostavci lim,_,, f(z)/g(z) postoji pa su jednostrani limesi jednaki, od-

x € (a,a+ ). (8.5)

, z€(a—19a). (8.6)

(8.8)

e ' (t) f'(s2)
= = lim = 8.9
te—at g/(tx) Sp—a~ g(Sm) ( )
Sada iz (8.7) i (8.8) slijedi
fl@) . fl=)
— = lim —/—= 8.10
A gy T () (8.10)
sto povlaci da lim,_,, f(z)/g(x) postoji i da je
_fl@) L f(2)
lim ——= = lim . 8.11
2 g@) 1 ) (510
[ |
Primjer 8.1 Odredite
lim L= 608(@) (8.12)

=0  sin?(x)
Neka su f(x) = 1 — cos(x) i g(z) = sin?(x). Tada je limg_o f(z) = lim, og(z) = 0 i
¢'(x) = 2sin(z) cos(z) # 0 u okolini tocke 2z = 0. Nadalje,

. f(=x) . sin(x) . 1 1
1 =lim ——— =1 = - 1
Py g'(x) sy 2sin(x) cos(x) ey 2cos(x) 27 (8.13)

stoga je prema L’Hospitalovom pravilu

. 1l—cos(z) 1
lim ———— = —. 8.14
20 sin?(x) 2 (8.14)
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Primjer 8.2 Izracunajte
1— 2
lim w (8.15)
z—0  sin®(x)

Funkcije f(z) = 1 — cos(x?) i g(x) = sin?(x) zadovoljavaju uvjete L'Hospitalovog pravila i

’ . 2 : 2
F@) oy 2esinl@) g @, S (8.16)
20 ¢'(x)  2—02sin(x) cos(z)  2—0sin(z) 2—0 cos(z)

gdje smo koristili rezultat

T 1
li = - =1. 8.17
Py sin(®)  lim,_, Smmﬂ (8:.17)
Dakle,
1— 2
tim =S (8.18)
t—0  sin®(x)
[ |

Slican oblik L’Hospitalovog pravila koji navodimo bez dokaza se primjenjuje u slucaju kada

f(x) = o001ig(x) — 0o kada x — oc.

Teorem 8.2 (Neodredjeni oblik %2) Neka su f i g diferencijabilne funkcije na (M, o)
za neki M > 0, i neka je ¢'(x) # 0 za svaki © > M. Pretpostavimo da je

lim f(z) = lim g(z) = oc. (8.19)

Tr—00 r—00

Ako lim, .o f'(x)/¢'(x) postoji, tada je
/
lim _f(x) = lim f(z)

. 8.20
Isti zakljucak vrijedi ako x — —o0.
Primjer 8.3 DokazZite da je
$n
lim — =0 za svaki z € N. (8.21)

r—o0 er

Dokaza provodimo indukcijom po n. Provjerimo tvrdnju za n = 1. Neka su f(z) = x i
g(z) = e*. Tada je limy_,o0 f(2) = lim,_o0 g() = 00 i
/
1
TG T (8.22)

T—00 g’(x) r—o00 et
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pa je prema L’Hospitalovom pravilu

lim — = 0. (8.23)
T—00 €
Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za svaki k = 1,2,...,n — 1. Definirajmo h(z) = z".
Tada je
h n—1 n—1
im @) g P2 T, (8.24)
T—00 ( (x) r—00 et r—oo e¥r
pa zaklju¢ujemo da je
n
lim — = 0. (8.25)
x—o0 el

Time je indukcijom dokazano da je lim, ., 2™ /e* = 0 za svaki n € N. Ovaj rezultat po-
kazuje da eksponencijalna funkcija raste brze od bilo koje potencije, odnosno bilo kojeg

polinoma, kada x — oco. W

Navedimo jos nekoliko verzija L’Hospitalovog pravila.

(1) Ako je
lim f(z) = lim g(z) =0 (8.26)

r—00 r—00

ilim, o f/(2)/¢'(x) = L, tada je lim, o f(z)/g(z) = L.

(2) Ako je
lim f(z) = lim g(z) = o0 (8.27)
ilimg ., f'(2)/¢' () = L, tada je lim,—, f(z)/g(x) = L. Isti zakljucak vrijedi ako
T — —00.

L’Hospitalovo pravilo takodjer vrijedi za jednostrane limese kada = — a*.

Osim neodredjenih oblika % i 32 Cesto se susreCemo i sa limesima koji imaju neodredjene

oblike
0-00, oco—o0, 0° o i 1%, (8.28)

Algebarskim transformacijama funkcije ovi limesi se mogu svesti na jedan od osnovnih oblika

8 ili 2. Na taj nacin se neodredjeni oblici (8.28) takodjer mogu izracunati primjenom

L’Hospitalovog pravila 8.1 ili 8.2.

Primjer 8.4 Odredite lim,_ o+ = In(x).
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Ovaj limes je oblika 0 - oo jer je lim,_,o+ = 0 i lim,_,o+ In(z) = —oco. Transformacijom na

neodredjeni oblik 22 i primjenom L’Hospitalovog pravila dobivamo

1 1
lim z In(x) = lim n(la:) = lim —% = lim (—z) =0. (8.29)
z—0t z—0t+ p z—0t 72 z—0t
[ |
Primjer 8.5 Odredite
1
li —t . 8.30
S (Cos(x) g(w)> (8.30)

Primijetimo da 1/ cos(x) — oo i tg(z) — oo kada x — 5, stoga ovdje imamo neodredjeni

oblik co — 0o. Ovaj limes mozemo transformirati na oblik 8 ¢ime dobivamo

—tg(az)) B e . CO N (8.31)

li —
"1 s—z—  cos(z) s—z- —sin(z) 1

1
,1;—>g_ COS(l‘)
[ |

Neodredjeni oblici 02, 0c® i 1°° pojavljuju se u limesima oblika lim,_.q f(:v)g(x). Ovdje je
najprije potrebno logaritmirati funkciju h(z) = f(z)9*) da bi limes preveli na neki od ranije

poznatih oblika. U tom slucaju

Inh(z) = g(x)In f(z), (8.32)

Sto povlaci
lim In A(z) = lim g(x)In f(z). (8.33)

r—a

Neka je lim, ., g(x)In f(z) = L. Zbog neprekidnosti funkcije in(z) imamo

In <lim h(:c)) = limInh(z) =L, (8.34)
odnosno
lim h(x) = el (8.35)

Primjer 8.6 Odredite
1 €T
lim <1 + 5) . (8.36)

r—00

Primijetimo da je ovaj limes oblika 1°°. Definirajmo funkciju h(x) = (1 + 1/z)*. Tada je

lim Inh(z) = lim zln <1 + l)
T

T—00 Tr—00
11
In(1+1 T 22 141
— lim M — lim — % = lim —— = 1. (8.37)
T—00 = T—00 —= r—0o0 | + =
x X xX
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Odavde slijedi

In ( lim h(:n)) =1, (8.38)
odnosno e
lim (1 + —> el =e. (8.39)
r—00 x

U literaturi se limes (8.39) ponekad uzima kao definicija Eulerovog broja e. B
Primjer 8.7 Odredite lim,_,q+ (sinx)”.

Ovo je limes oblika 0°. Neka je h(z) = (sinx)®. Tada je

1 : C.OSI
lim Inh(z) = lim zln(sinz) = lim M = lim *&F
z—0t z—0t z—0t > -0t ——5
=— lim ——zcosz=— lim — lim xcosx=1-0=0. (8.40)
20+ sinx 20+ Sin T z—0+
Dakle, Inlim,_,q+ h(xz) = 0 §to povlaci
lim (sinz)® =’ = 1. (8.41)

z—0t

8.2 Ispitivanje toka funkcije

Sada ¢emo poblize razmotriti kako ponasanje funkcije f ovisi o njezinim derivacijama. Pre-
ciznije, vidjet ¢emo da se poznavanje prve i druge derivacije mogu u prilicnoj mjeri re-
konstruirati bitne informacije o samoj funkciji f. Na primjer, poznavajuéi prvu derivaciju
mozemo zakljuciti na kojim intervalima funkcija raste ili pada, dok nam druga derivacija

daje informaciju o tome da li se graf funkcije krivi prema gore ili dolje.

8.2.1 Intervali monotonosti

Definicija 8.1

(i) KaZemo da je funkcija f strogo rastuca na intervalu I ako za svaki par toc¢aka x1, s €

I, x1 < xa, vrigedi f(x1) < f(z2).

(i) Kazemo da je f strogo padajuca na intervalu I ako za svaki par tocaka x1,x9 € I,

x1 < xo, vrijedi f(x1) > f(x2).
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Slika 8.1: Funkcija f(z) = 22 + 1 je padajuéa na (—oc,0) i rastuéa na (0, c0).

Promotrimo funkciju na slici 8.1. Funkcija f(z) = 22 + 1 je rastuéa na intervalu (—oo,0)
i padajuéa na intervalu (0,00). Za svaki xgp € (—00,0) tangenta u tocki (xo, f(zo)) ima
negativan koeficijent smjera pa je f'(zg) < 0. Sli¢no, za svaki z¢ € (0, 00) koeficijent smjera
tangete u tocki (zg, f(x¢)) je pozitivan pa je f'(xg) > 0. Zakljutujemo da predznak prve

derivacije pokazuje da li funkcija na nekom intervalu raste ili pada.

Teorem 8.3 (Teorem o monotonosti) Neka je f diferecijabilna funkcija na intervalu
(a,b).

(i) Ako je f'(x) > 0 za svaki x € (a,b), tada je f strogo rastuéa na (a,b).

(i1) Ako je f'(x) <0 za svaki x € (a,b), tada je [ strogo padajuéa na (a,b).

Dokaz. Pretpostavimo da je f'(x) > 0 za svaki « € (a,b). Odaberimo z1,z2 € (a,b),
r1 < 3. Zelimo pokazati da je f(x1) < f(zo). Funkcija f je neprekidna na [ry,zs] i

derivabilna na (x1,x2), pa prema Lagrangeovom teoremu postoji ¢ € (x1,x2) takav da je

f'(e)= Hza) — f&) (8.42)

T2 —I

Kako je f/(¢) > 0 ovo implicira f(z2) — f(x1) > 0, odnosno f(x1) < f(x2). Tocke x1 i 22 su
odabrane proizvoljno pa zaklju¢ujemo da je f strogo rastuca na (a,b). Sli¢no se pokazuje

da je f strogo padajuéa na (a,b) ako je f'(z) < 0 za svaki x € (a,b). B



POGLAVLJE 8. PRIMJENE DIFERENCIJALNOG RACUNA 108

interval (—o0,—1) | (=1,0) | (0,2) | (2,00)
predznak f’ - + - +

Tablica 8.1: Predznaci derivacije f'(x) = 12z(x — 2)(z + 1).

Primjer 8.8 Odredite intervale monotonosti funkcije f(x) = 3x* — 423 — 1222 + 5.

Derivacija funkcije je dana sa
f(x) = 1223 — 1222 — 242 = 122(z — 2)(z + 1). (8.43)

Predznak derivacije ovisi o predznacima faktora 12z, x — 2 i x + 1. Stoga ¢emo realnu os
podijeliti na intervale ¢ije rubne tocke su nultocke funkcije f’, z =0, 2 i —1. U svakom od
dobivenih intervala (—oo, —1), (—1,0), (0,2) i (2,00) je potrebno odrediti da li je f'(x) > 0
ili f/(x) < 0. Na primjer, u tocki x = —2 € (—o0, —1) imamo

f'(=2) = -96 <0, (8.44)

stoga f pada na intervalu (—oo,—1). U tablici 8.1 su prikazani predznaci derivacije na
pripadnim intervalima. Zaklju¢ujemo da je f padajuca na intervalima (—oo,—1)1 (0,2), a
rastuéa na intervalima (—1,0) i (2,00). Ova zapazanja se jasno vide iz grafa funkcije na
slici 8.2.

8.2.2 Ekstremi funkcije

Neposredna posljedica teorema 8.3 je kriterij prema kojem mozemo ispitivati da li funkcija

u kritiénoj tocki ima lokalni minimum ili maksimum.

Teorem 8.4 (Dovoljan uvjet za postojanje ekstrema) Neka je f neprekidna na in-
tervalu (a,b) i diferencijabilna na (a,b) osim eventualno u tocki ¢ € (a,b). Ako f' mijenja

predznak u tocki ¢
(i) s pozitivnog u negativni, tada je f(c) lokalni maksimum,
(ii) s negativnog u pozitivni, tada je f(c) lokalni minimum.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da f mijenja predznak u tocki ¢ € (a,b) sa pozitivnhog na
negativni. Tada postoji 6 > 0 takav da je
f'(x) >0 zasvaki z € (c—d,c), (8.45)
f'(x) <0 zasvaki z € (c,c+9). (8.46)
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30

20

Slika 8.2: f(z) = 3z2* — 423 — 1222 + 5.

Odaberimo z € (¢ — J,¢). Funkcija f je neprekidna na [z, ¢] i derivabilna na (z,c). Prema

Lagrangeovom teoremu postoji xo € (z,c) takav da je

fle) = f(=)

fl(wo) = =———~=>0 (8.47)

§to povladi f(z) < f(c). Sliéno, ako odaberemo z € (¢, ¢+ J) tada postoji yo € (¢, x) takav

da je
flz) = flo)

r —cC

f'yo) = <0 (8.48)

sto implicira f(z) < f(c). Dakle, za svaki x € K (c) vrijedi f(x) < f(c) $to pokazuje da je

f(c) lokalni maksimum. Na slican nacin se dokazuje tvrdnja (ii). H

Primjer 8.9 Odredite lokalne ekstreme funkcije

f@):x4+3. (8.49)
x
Derivacija funkcije je dana sa
f@)zig%}ﬁ, (8.50)
stoga f ima kritiéne tocke u ¢ = —1 1 1 (¢ = 0 nije kriti¢na tocka jer f(0) nije defini-

rano). U tocki ¢ = —1 predznak f’ se mijenja s pozitivnog u negativni, dok se u tocki
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204

10

Slika 8.3: f(x) = £+3,

T

¢ = 1 mijenja s negativnog u pozitivni. Prema teoremu 8.4 zaklju¢ujemo da je f(—1) = —4

lokalni maksimum a f(1) = 4 je lokalni minimum. Graf funkcije f je prikazan na slici 8.3. B

Ako je funkcija f dva puta derivabilna u kriti¢noj tocki x = ¢, tada se lokalni ekstrem moze

odrediti iz predznaka druge derivacije f”(c).

Teorem 8.5 Neka je funkcija f dva puta derivabilna u tocéki x = ¢ i neka je f'(c) = 0. Ako
je
(i) f"(c) >0, tada je f(c) lokalni minimum,

(ii) f"(c) <0, tada je f(c) lokalni maksimum.

Dokaz. Pretpostavimo da je f”(¢) > 0. Prema definiciji derivacije imamo

f"(c) = lim F@) = 110y, 1@ >0 (8.51)

x—c T —cC T—cx — ¢
jer je f’(¢) = 0. Jednostrani limesi u tocki = ¢ su jednaki, stoga je

rz—ct T — C rx—c- T — C
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0,8
0,6
0,4

0,2

Slika 8.4: f(z) = L1,

Nejednakost (8.52) implicira da postoji ¢ > 0 takav da je f/(x) > 0 za svaki x € (¢,c + 0)
i f'(z) < 0 zasvaki z € (¢c — d,¢). Dakle, f" mijenja predznak u tocki x = ¢ s negativnog
na pozitivni, pa je prema teoremu 8.4 f(c) lokalni minimum. Sli¢no se pokazuje da je f(c)
lokalni maksimum ako je f”(c) < 0. B

Primjer 8.10 Odredite lokalne ekstreme funkcije

r? -1
fo) =57 (8.53)
Derivacija funkcije je dana sa
4x
/!
= .54
10 = e (854)
Funkcija f ima kritiénu tocku ¢ = 0 u kojoj je f’(¢) = 0. Nadalje,
4 — 1222
" o
sto povlaci f”(¢) = 4 > 0. Dakle, f(0) = —1 je lokalni minimum funkcije §to vidimo iz

grafa funkcije prikazanog na slici 8.4. W

Vazno je napomenuti da se pomoc¢u predznaka druge derivacije mogu ispitati samo ekstremi

za koje je f'(¢c) = 0. Ako f’(c) nije definirano, tada je potrebno ispitati predznak prve
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Slika 8.5: Graf funkcije f(z) = 23 je konkavan na (—o0,0) i konveksan na (0, 00).

derivacije u okolini to¢ke & = ¢. Na primjer, funkcija f(z) = || nema derivaciju u x = 0.
Medutim, f'(z) =—-1<0zaz <01i f(x) =1>0za x>0 pa prema teoremu 8.4 f ima

lokalni minimum u x = 0.

8.2.3 Konveksnost 1 konkavnost

3 na slici 8.5. Funkcija f je rastuéa na ¢itavoj domeni

Promotrimo graf funkcije f(z) = =
(—00,00), ali je zakrivljenost krivulje y = 2 razli¢ita na intervalima (—o0,0) i (0,00).
Uocavamo da graf funkcije lezi ispod svake tangente na intervalu (—oo, 0), dok na intervalu
(0, 00) lezi iznad svake tangente. U prvom slucaju graf funkcije se krivi prema dolje, dok se

u drugom slucaju krivi prema gore.

Definicija 8.2 KaZemo da je graf funkcije f konveksan na intervalu (a,b) ako za svaki
x € (a,b) graf funkcije lezi iznad tangente u tocki (x, f(x)). Ako graf funkcije lezi ispod

tangente, tada kaZemo da je graf funkcije konkavan na intervalu (a,b).

Prema ovoj definicije graf funkcije f(z) = 23 je konkavan na (—oo,0) i konveksan na (0, o0).

Promotrimo sada sliku 8.6. Primijetimo da se nagib tangente smanjuje kada se x pomice

s lijeva na desno u intervalu (—oo,0). Zaklju¢ujemo da je prva derivacija padajuca, pa je
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Slika 8.6: Nagib tangente na funkciju f pada u intervalu (—oo, 0) i raste u intervalu (0, c0).

/" (x) < 0 za svaki z € (—00,0). Sli¢no, prva derivacija raste na (0,00) pa je f”(z) > 0 za
svaki x € (0,00). Dakle, zakrivljenost krivulje je povezana s predznakom druge derivacije

funkcije.

Teorem 8.6 Neka je funkcija f dva puta derivabilna na intervalu (a,b).
(i) Ako je f"(x) > 0 za svaki z € (a,b), tada je graf funkcije f konveksan na (a,b).
(i1) Ako je f"(x) <0 za svaki x € (a,b), tada je graf funkcije f konkavan na (a,b).

Dokaz. (i) Pretpostavimo da je f”(x) > 0 za svaki z € (a,b). Odaberimo z¢ € (a,b).

Zelimo pokazati da graf funkcije f lezi iznad tangente u tocki (g, f(20)), odnosno da je

f(@) > f(zo)( — @0) + f(w0), € (a,b) \ {zo}. (8.56)

Neka je 29 < x < b. Funkcija f je neprekidna na [zg,z] i diferencijabilna na (zg,z), pa

prema Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti postoji ¢ € (zg,x) takav da je

/ f(z) = f(z0)
= 8.57
po = 10 (8.57)
Kako je f” > 0 na intervalu (a,b), funkcija f’ je rastuca na (a,b) sto povlaci f'(zg) < f'(c)
jer je o < c¢. Sada iz jednadzbe (8.57) slijedi
(o) < LB =S (x0) (8.58)

T — X0
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odakle dobivamo
f(x) > f'(x0)(x — 20) + f(x0). (8.59)

Nejednakost (8.59) vrijedi za svaki 9 < = < b, a slicno se pokazuje da vrijedi i za svaki
a < x < xg. Stoga zaklju¢ujemo da (8.59) vrijedi za svaki x € (a,b) \ {zo}. Time je
dokazano da je funkcija f konveksna na intervalu (a,b). Tvrdnja (ii) se dokazuje na slican

nac¢in. W

Funkcija moze biti po dijelovima konveksna ili konkavna. Na primjer, f(x) = 23 je konkavna
na (—o0,0) i konveksna na (0,00). Tocka u kojoj se ovo svojstvo mijenja naziva se tocka

infleksije.

Definicija 8.3 KaZemo da je c¢ tocka infleksije funkcije f ako je f neprekidna u c i ako

postoji 0 > 0 takav da je f konveksna na (¢ — 9, ¢) i konkavna na (c,c+9), ili obratno.

Teorem 8.7 Neka je f dva puta derivabilna na intervalu (¢ — 6,¢ + 0). Ako f” mijenja

predznak u tocki ¢, tada f ima infleksiju v ¢ i f"(c) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je f”(z) < 0 za svaki x € (¢ — d,¢) i f"(z) > 0 za svaki
x € (¢,c+ d). Prema teoremu 8.6 funkcija f ima infleksiju u tocki ¢. Ako definiramo
g(x) = f'(z), tada je funkcija g padajuéa na (¢ — §,¢) i rastuéa na (c¢,c + 9). Stoga je
g(c) lokalni minimum. S obzirom da derivacija ¢'(¢) = f”(c) postoji, prema Fermatovom
teoremu je ¢'(c) = f"(¢) =0. A

Jednadzba f”(c) = 0 daje moguée tocke infleksije, ali ovaj uvjet nije dovoljan. Na primjer,

4

druga derivacija funkcije f(z) = x* iséezava u z = 0, ali z = 0 nije tocka infleksije jer f”(x)

ne mijenja predznak u z = 0.

Primjer 8.11 Odredite intervale zakrivljenosti i tocke infleksije funkcije f(z) = x* — 4a3.

Druga derivacija funkcije je dana sa
f(z) = 122(z — 2). (8.60)

Kako je f”(x) = 0 za x = 0,2, potrebno je ispitati predznak druge derivacije na intervalima
(—00,0), (0,2) 1 (2,00). Lako se vidi da je
() >0, z€(—x,0),
f"(z) <0, z€(0,2), (8.61)
f(z) >0, ze(200).
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40

20

Slika 8.7: Funkcija f(z) = 2* — 423 ima tocke infleksije u 2 = 01 z = 2.

Stoga je f konveksna na (—o0,0) U (2,00) i konkavna na (0,2). Iz ovoga slijedi da f ima
tocke infleksije u 2 = 01 z = 2 (vidi sliku 8.7). W

Primjer 8.12 Odredite intervale zakrivljenosti i tocke infleksije funkcija
(i) f(z)=a"/3,
(ii) g(z) = 1/a.

(i) Druga derivacija funkcije f je

10 1
f(x) = 0T

Dakle, f”(z) < 0 zasvakiz € (—00,0) 1 f”(z) > 0 za svaki z € (0, 00). Funkcija je konkavna

(8.62)

na (—o0,0) i konveksna na (0, 00) s tockom infleksije u z = 0 (vidi sliku 8.8).
(ii) Druga derivacija funkcije g je

J'(@)= (8.63)

iz ¢ega slijedi da je ¢"(z) < 0 za svaki x € (—00,0) i ¢”(x) > 0 za svaki z € (0,00). Odavde
proizlazi da je g konkavna na (—o0,0 i konveksna na (0,00). Medjutim, z = 0 nije tocka

infleksije jer g(0) nije definirano pa g ima prekid u x = 0 (vidi sliku 8.9). B
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Slika 8.9: Funkcija f(x) = % nema tocku infleksije u z = 0 jer u toj tocki ima prekid.
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8.3 Skiciranje grafa funkcije

Primjenom rezultata koji su izlozeni u ovom poglavlju mozemo ispitati tok funkcije, i na
taj nacin dobiti prilicno dobru predodzbu o tome kako izgleda graf neke funkcije. Kod
ispitivanja toka funkcije pomazu nam asimpotote koje pokazuju kako se funkcija ponasa u

okolini singulariteta ili u “beskonac¢nosti” kada x — *oo.

Definicija 8.4 Pravac y = c je horizontalna asimptota funkcije f u lijevoj strani ako je

lim f(x)=-c (8.64)

Tr——00

Sliéno, y = ¢ je horizontalna asimptota u desnoj strani ako je

lim f(z) =c. (8.65)

r—00

Horizontalne asimptote u lijevoj i desnoj strani krace nazivamo lijeva i desna asimptota,

redom.

Primjer 8.13 Odredite horizontalne asimptote funkcije

fla) = . (8.66)

Kako je

1, (8.67)

:cgr—nooﬁ—i—l :xhjgo:cQ—{—l -
pravac y = 1 je horizontalna asimptota funkcije f u lijevoj i desnoj strani. Uo¢imo na slici
8.10 da se graf funkcije f priblizava pravcu y = 1 kada * — 400, §to daje geometrijsku

predodzbu asimptote. W

Definicija 8.5 Pravac x = c je vertikalna asimptota funkcije f u lijevoj strani ako je

lim f(x) = to0. (8.68)

Tr—Cc—

Slicno, x = c je vertikalna asimptota u desnoj strani ako je

lim f(x) = +oo. (8.69)

r—ct

Vertikalne asimptote javljaju se opcéenito u singularnim to¢kama funkcije gdje je nazivnik
jednak nuli. Ako je pravac y = ¢ (z = c¢) horizontalna (vertikalna) asimptota u lijevoj i

desnoj strani, takav pravac nazivamo jednostavno horizontalna (vertikalna) asimptota.
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_a?
z2+1

Slika 8.10: Funkcija f(x) =

ima horizontalnu asimptotu y = 1.

Primjer 8.14 Odredite vertikalne asimptote funkcije
1

= 8.70
Funkciju mozemo faktorizirati kao
F(a) 1 (8.71)
x) = . .
(r —2)(x+3)
Lako se provjeri da je
I ! I ! (8.72)
im — = —0o0, im —— = o0, .
a—2- (. —2)(z + 3) a—2t (. —2)(z +3)
1 1
li — = lim — = —0. 8.73
- @ —2)(x+3) o -2 13) (873)
U svakoj drugoj tocki funkcija ima konacan limes. Dakle, pravci x = 2 i = —3 su
horizontalne asimptote funkcije f §to se jasno vidi na slici 8.11. Primijetimo da je
) 1
lim —— =0, (8.74)

z—too g2 42— 6

pa je pravac y = 0 horizontalna asimptota. l
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Slika 8.11: Funkcija f(x) =

asimptotu y = 0.

——L— ima vertikalne asimptote x = 2ix = —3, te horizontalnu
r+x—6 ’

Kod ispitivanja toka funkcije vazno je odrediti neka karakteristi¢na svojstva grafa kao sto
su kriti¢ne tocke i tocke infleksije, te intervale monotonosti i intervale na kojima je funkcija
koveksna ili konkavna. Time dobivamo mnogo bolji uvid u svojstva funkcije od samog
promatranja tabli¢nih vrijednosti i ucrtavanja odgovarajué¢ih tocaka u koordinatni sustav.

Pri tome je dobro drzati se sljedeéeg redoslijeda:

(1) odredite domenu funkcije,

(2) odredite intervale monotonosti i kriticne tocke,

(3) odredite intervale na kojima je funkcija konveksna ili konkavna i tocke infleksije,
(4) odredite asimpotote funkcije.

Asimpote funkcije se mogu odrediti u bilo kojem koraku ispitivanja toka. Informacije iz

tocaka (1)—(4) mozemo povezati u jednu cjelinu i pribli¢no to¢no skicirati graf funkcije.

Primjer 8.15 Skicirajte graf funkcije

f(z) = : (8.75)
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Domena funkcije je skup D(f) = R\{—1,1} jer f nije definirana u z = £1. U ovim tockama

f ima prekid druge vrste jer je

22 22
lim —— lim — 8.76
-V +1) 7 e -+ O (8.76)

222 222
lim — = —0o0, lim ——m——— = 0. 8.77
r——1+ (x — 1)(1’ + 1) r——1" (.%' — 1)([1} —+ 1) ( )
Stoga su pravci x = —1 i x = 1 vertikalne asimptote. Nadalje,
2 2
lim ——— =2, (8.78)

¥ x2 —1

pa je pravac y = 2 horizontalna asimptota u lijevoj i desnoj strani.

Odredimo sada intervale monotonosti i lokalne ekstreme. Derivacija funkcije je dana sa

4x

T (8.79)

fla)=-

Kriticna tocka funkcije je x = 0 jer je f/(0) = 0. Primijetimo da z = =+1 nisu kriti¢ne
tocke jer se ne nalaze u domeni funkcije f. Predznak prve derivacije je potrebno ispitati na
intervalima (—oo, —1), (—1,0), (0,1) i (1,00). Lako se provjeri da je
() >0, x€(—o0,—1)U(-1,0), (8.80)
() <0, ze(0,1)U(l,00). (8.81)
Dakle, funkcija f je rastuéa na (—oo,—1) U (—1,0) i padajuéa na (0,1) U (1,00). U tocki

x = 0 funkcija ima lokalni maksimum f(0) = 0.

8

Promotrimo intervale zakrivljenosti i tocke infleksije. Druga derivacija funkcije je

1227 +4

f(x) = L (8.82)

Predznak druge derivacije ovisi samo o faktoru (z? —1)3. Ako je |z| < 1, tadaje 22 —1 <0
§to povlaéi (22 — 1)? < 0. Sli¢no, |z| > 1 implicira (22 — 1)® > 0. Dakle,
() <0, xe(-1,1), (8.83)
f"(x) >0, x€(—o0,—1)U(1,00). (8.84)
Zakljucujemo da je f konkavna na (—1,1) i konveksna na (—oo, —1) U (1, 00). Tako funkcija

mijenja zakrivljenosti u tockama x = +1, ovo nisu tocke infleksije jer se ne nalaze u domeni

funkcije. Ispravnost ovih zaklju¢aka mozemo provjeriti na slici 8.12. W
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10

Slika 8.12: f(z) = 2

z2-1"

Primjer 8.16 Skicirajte graf funkcije

1 —In(z)
T

f(@) (8.85)

Domena funkcije je skup D(f) = (0,00) jer je logaritamska funkcija In(z) definirana za
x > 0. Derivacija funkcije je dana sa

~ 2In(z) -3

f(x) (8.86)
Derivacija iscezava u tocki = = e3/2, stoga predznak derivacije treba ispitati na intervalima

(0,€3/2) 1 (%2, 00). Imamo

fl(x) <0, ze(0,e?), (8.87)
fl(x) >0, ze(e? ), (8.88)
stoga je f padajuéa na (0,e%?) i rastuéa na (e*?,00). Funkcija ima lokalni minimum u
tocki z = €3/2,
3 1
2) = ——. 8.89
fleh) = 55 (8.59)
Deriviranjem (8.86) dobivamo
11 —-6In(x)

(8.90)
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0,4

0,2

Slika 8.13: f(z) = =@

2

11/6

Druga derivacija ima nultocku u x = e pa njezin predznak treba ispitati na intervalima

(0,e'/6) i (e'1/6, 00). Lako se provjeri da je

(@) >0, xe/(0,e1/0), (8.91)
(@) <0, ze (e o). (8.92)

Dakle, f je konveksna na (0, e''/%) i konkavna na (e!'/6, 00). Odavde slijedi da funkcija ima

tocku infleksije u z = e!1/6.

Odredimo sada asimptote funkcije. Primijetimo da je

lim 1= In(z) =00 (8.93)

z—0t 2

2 — 0 kada z — 0%. Stoga je pravac z = 0 vertikalna asimptota u

jer In(z) - —oc0 i x
desnoj strani. Funkcija nema vertikalnu asimptotu u lijevoj strani jer f nije definirana za

x < 0. Nadalje, L’Hospitalovo pravilo daje

. 1—1In(x) ) —% . 1
Jim g = Jim o= Jim (- 55) =0 (8.94)

§to povlaé¢i da je pravac y = 0 horizontalna asimptota u desnoj strani. Graf funkcije f

prikazan je na slici 8.13. W



Poglavlje 9

Nizovi i redovi funkcija

U ovom poglavlju ¢emo pojmove niza i reda realnih brojeva prosiriti na realne funkcije.
Definirat ¢emo konvergenciju po to¢kama i uniformnu konvergenciju, i pokazati neke vazne
posljedice uniformne konvergencije. Posebno ¢emo razmatrati redove potencija i razvoj

funkcije u Taylorov red.

9.1 Nizovi realnih funkcija

Definicija 9.1 Niz funkcija {f,(x)} konvergira po tockama prema funkciji f(z) na inter-
valu I ako za svaki xo € I niz realnih brojeva {f,.(xo)} konvergira prema realnom broju

f(xo).

Dakle, {fn(z)} konvergira po tockama prema f(x) na intervalu I ako za dani xg € I za

svaki € > 0 postoji ng € N takav da

n>ny = ‘fn(ll,‘o) — f($0)| < E. (9.1)

U ovoj definiciji promatramo konvergenciju niza {f,(x)} u svakoj toc¢ki xzy € I zasebno, a

ng opcenito ovisi o € 1 xg.

Primjer 9.1 Promotrimo funkcije f,(x) = z", n € N, na intervalu [0,1]. PokaZimo da niz

{fn(2)} konvergira po tockama prema funkciji
fz) = (9.2)

Neka je z € (0,1). Za odabrani € > 0 definirajmo o = In(¢)/In(x). Neka je ng € N takav

da je ng > . Tada je z"° < % = ¢ §to povlaci da za svaki n > ng vrijedi

|fu(x) = f(x)| = |2" = 0| = 2" < 2™ < e. (9.3)

123
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n=1

n=2

n=3

n=2C

Slika 9.1: fp(z) = 2™, n=1,2,3,20.

Dakle, lim, oo fn(x) = f(x) za svaki x € (0,1). U rubnim totkama intervala imamo
limy, 00 fr(0) =0 = f(0) ilimy— o0 fn(1l) =1 = f(1). Dakle, lim, o fn(z) = f(z) za svaki
z€[0,1]. W

Slika 9.1 pokazuje nekoliko ¢lanova niza {f,(z)}. Uocavamo da niz {f,(z)} konvergira
prema nuli sporije kada je x blizu 1. Stoga izbor broja ng ovisi ne samo o ¢ > 0 vet i o
tocki 2 € [0,1]. Sto je x blize 1, to je za isti € > 0 potrebno odabrati veéi ng. Prirodno
se postavlja pitanje da li postoji n € N takav da je |fn(z) — f(z)| < € za svaki x € [0, 1],
odnosno da je

sup |fu(z) — f(z)| <e. (9.4)
z€[0,1]

Lako se vidi da je odgovor na ovo pitanje negativan jer za svaki n € N vrijedi

sup |fn(z) — f(z)| = sup [fo(x) — f(z)|= sup 2" =1. (9.5)
z€[0,1] z€(0,1) z€(0,1)

Dakle, za 0 < € < 1 ne postoji n € N takav da je
|fn(z) — f(x)] <e zasvaki z € [0,1]. (9.6)
Ovo razmatranje motivira sljedeéu definiciju.

Definicija 9.2 KazZemo da niz funkcija {f,(z)} konvergira uniformno prema funkciji f(x)
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na intervalu I ako za svaki € > 0 postoji ng € N takav da da

n>nyg = sup|fa(z)— flz)] <e. (9.7)
xel

Drugim rije¢ima, {f,(x)} konvergira uniformno prema f(x) na I ako je

lim_sup | fn(z) — f(2)| = 0. (9.8)

Uniformna konvergencija se moze geometrijski predociti na sljedeé¢i na¢in. Zamislimo prugu

Sirine 2¢ oko grafa funkcije f(x):

P={(f(x)—¢,f(z)+e)|zel}. (9.9)

Ako {fn(x)} konvergira uniformno prema f(z) na I, tada postoji ng € N takav da graf

funkcije fy,(z) lezi unutar pruge P za svaki n > ng.

Uniformna konvergencija implicira konvergenciju po to¢kama: ako {f,(x)} konvergira uni-
formno prema f(x) na I, tada {f,(x)} konvergira po tockama prema f(z) na I, ali obrat
opéenito ne vrijedi. Da bismo odredili da li niz { f,,(xz)} konvergira uniformno na I potrebno

je prvo odrediti limes po tockama f(z), a zatim ispitati da li f,,(z) — f(«) uniformno na I.

Primjer 9.2 Neka su funkcije fp(xz) = (1 —2™)/(1 —x), n = 1,2,3,... definirane na

intervalu (—1,1). Odredite da li niz {fn(z)} konvergira uniformno na (—1,1).

Za svaki z € (—1,1) imamo

lim f,(z)= lim = . (9.10)

n—00 n—oo | — 2 1—=2x

Dakle, {f.(z)} konvergira po toc¢kama prema funkeciji f(z) =1/(1 — ) na (—1,1). Promo-

trimo . . . afn
-z x
ale) = @) = | - = | = 2 o.11)
Funkcija y = |z|"/(1 — =) nije ogranic¢ena na intervalu (—1,1) jer je
2"
lim ——— = oo. 9.12
xirilll— 1—=z >0 ( )
Stoga je
|z["
sup | fu(w) = f@)] = sup T—— =00, (9.13)
ze(—1,1) ze(-1,) 1 =T

sto povlaci da {f,(z)} ne konvergira uniformno ka f(z) na (—1,1). Dakle, niz {f,(z)}
konvergira po tockama prema f(z) = 1/(1—x) na (—1, 1), ali konvergencija nije uniformna.

Nekoliko ¢lanova ovog niza prikazano je na slici 9.2. B
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n=4

n=3~

n=2

n=1

Slika 9.2: f(7) = 222, n=1,2,3,4.

T

Primjer 9.3 Odredite da li niz funkcija {#ﬁ-l} konvergira uniformno na [0, 1].

Neka je fn(x) = z/(nx + 1). Za svaki z € [0, 1] vrijedi

=0, (9.14)

im =
n—oo nx + 1

stoga niz { f,(x)} konvergira po totkama prema f(z) =0 na [0, 1]. Primijetimo da je

T x 1
— = = == 9.15
ale) ~ Fa)l = 2 < 2 =2 (9.15)
za svaki z € [0, 1] $to povlaci
1
lim sup |fn(z) — f(z)] < lim — =0. (9.16)
%0 2e0,1] n—oomn

Dakle, niz { f,(z)} konvergira uniformno prema f(z) =0 na [0, 1] (vidi sliku 9.3). H

U prethodnim primjerima limes niza {f,(z)} smo mogli eksplicitno odrediti. Medjutim,
cak i kada limes nije poznat, uniformna konvergencije se moze ispitati pomoéu Cauchyevog

kriterija.

Teorem 9.1 (Cauchyev kriterij) Niz {f,(x)} konvergira uniformno na I ka funkciji

f(x) ako i samo ako za svaki € > 0 postoji ng € N takav da

n,m>ng = sup|fp(x)— fm(z)| <e. (9.17)
xzel
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n=1

n=2

n=3
n=4

Slika 9.3: f(z) = #_H, n=12234.

Dokaz. Pretpostavimo da {f,(x)} konvergira uniformno ka funkciji f(z) na I. Neka je
€ > 0. Tada postoji ng € N takav da

n>nyg = sup|fu(z)— fl2)] < =) (9.18)
zel 2

Odavde slijedi da za svaki n,m > ng imamo

sup | fn(z) — fim(2)| = sup [fu(z) — f(2) + f(2) = fm(2)|

xel xel
< Sup | fu(@) = f(@)| +sup |fm(@) = f@)] < 5 +5 =c  (919)
zel zel

Pretpostavimo sada da za svaki € > 0 postoji ng € N takav da vrijedi (9.17). Odaberimo

xg € I. Tada za sve n, m > ng imamo
| fn(20) = fin(®o)| < Sup | fn(@0) = fin(mo)| < e (9.20)
e

§to povlaci da je {fn(xo)} Cauchyev niz. Iz potpunosti skupa realnih brojeva slijedi da

postoji realni broj f(xg) takav da

Jednadzba (9.21) definira funkciju f(x) na intervalu I koja je limes po totkama niza { f,,(x)}.

Zelimo pokazati da niz {f,(z)} konvergira uniformno prema f(x) na I. Odaberimo ¢ > 0.
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Tada postoji ng € N takav da za n,m > ng imamo

sup |fu(@) = fn(a)| < 5. (9.22)
zel
Nadalje, iz (9.21) slijedi da za svaki x € I postoji m, > ng takav da je
fona (@) = F(@)] < 5. (9.23)
Ako je sada n > ny, tada (9.22) i (9.23) impliciraju
[fu(@) = f(@)] = |fa(@) = frm, (2) + fino (x) — f(2)]
< fal@) = fng @]+ [fon, @) = f@] < S+5 =2 (924)

za svaki ¢ € I. S obzirom da izbor ng ne ovisi o to¢ki x € I, zakljuéujemo da niz {f,(z)}

konvergira uniformno prema f(z) na I. B

9.2 Redovi realnih funkcija

Pojmovi konvergencije po tockama i uniformne konvergencije mogu se prosiriti na redove

funkcija koje su definirane na danom intervalu I.

Definicija 9.3 Red funkcija > ;- fr(z) konvergira po tockama ka funkciji f(z) na inter-

valu I ako za svaki xo € I niz parcijalnih suma Sy (zo) = > j_; fr(xo) konvergira ka f(xo).

Ako Y72, fi(z) konvergira po tockama ka f(z) na I, tada pisemo
ka(x) = f(z) zasvaki z €l (9.25)
k=1

Definicija 9.4 Kazemo da red Y 32, fu(z) konvergira uniformno ka funkciji f(x) na in-
tervalu I ako niz parcijalnih suma Sy (x) = Y p_y fu(z) konvegira uniformno ka f(x) na

I.

Radi ilustracije promotrimo gemetrijski red > "2, zF=1 2| < 1. Parcijalne sume su dane

Sa 1 n
— X
Sulw) = T (9.26)

pa iz primjera 9.2 znamo da niz {S,(z)} konvergira po tockama ka funkeciji f(x) =1/(1—x)

na intervalu (—1,1). U svakoj tocki zg € (—1,1) suma reda iznosi

> 1
S oagt= (9.27)
k=1

a 1—5[30'
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Medjutim, kako je

Sup [Su() — F(2)] = o0, (9.28)
ze(—1,1)

konvergencija nije uniformna na (—1,1).

Uniformna konvergencija moze se jednostavno ispitati pomoc¢u sljedeceg kriterija koji nazi-

vamo Weierstrassov kriterij.

Teorem 9.2 (Weierstrassov kriterij) Neka su fi: I — R, k > 1, funkcije za koje pos-
tooje My, > 0 takvi da je

sup |fk($)’ < M. (929)
zel

Ako red realnih brojeva Y p2 | My, konvergira, tada red > ;- | fr(x) konvergira uniformno na
I.

Dokaz. Neka je e > 0. Prema pretpostavci red Y p- ; My, konvergira pa niz parcijalnih suma
Sp = > p_y My, tvori Cauchyev niz. Stoga postoji ng € N takav da za svaki m > n > ng
vrijedi
— 5p| = Z M < e. (9.30)
k=n+1

Definirajmo Sy, (z) = >_}_; fr(z). Tada za m > n > ny imamo

|Sm(x) = Sn(@)| = | D ful@)| < D Ifr(@)l < Y My<e zasvaki zel. (9.31)
k=1 k=n+1 k=n+1
Ovo implicira

ité}j) |Sm(x) — Sp(z)| < € (9.32)

za svaki n,m > ng, pa prema Cauchyevom kriteriju 9.1 niz {S,(z)} konvergira uniformno

na I. Dakle, red Y .2, fx(x) konvergira uniformno na /. W

Naglasimo da kod Weierstrassovog kriterija ne treba poznavati sumu reda da bismo ispitali
uniformnu konvergenciju. Potrebno je samo funkcije fi(x) omediti na I ¢lanovima nekog

konvergentnog reda realnih brojeva.

Primjer 9.4 PokaZite da red

3 Sinlgfx) (9.33)

k=1

konvergira uniformno na (—oo, 00).
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Clanovi reda su ograniceni sa
1
k2

’sin(ka;) x € (—00,00). (9.34)

| <
Kako red Y"p2, 1/k? konvergira, prema Weierstrassovom kriteriju red Y o ; sin(kz)/k? ko-

nvergira uniformno na (—oo,00). W

Primjer 9.5 Ispitajte da li red
o
> akeh (9.35)
k=1

konvergira uniformno na [0,2].

Neka je fir(x) = z¥e %, Odredimo maksimalnu vrijednost f;(z) na intervalu [0,2]. Deri-

vacija funkcije

filw) = kake™™ (l - 1) (9.36)

x
ima nultocku u z = 1, stoga fi(z) ima maksimalnu vrijednost u jednoj od tocaka = = 0,1
ili 2. Vrijednosti funkcije u ovim toc¢kama su f;(0) = 0, fp(1) = e % i f.(2) = 2¥e~2*. Lako
se vidi da je fx(0) < fx(2) < fx(1) pa je

\fu(z)| <e® zasvaki x€]0,2]. (9.37)

Red Y777, e~ * konvergira jer je 0 < e~! < 1 §to prema Weierstrassovom kriteriju povlaéi

da red Y ;2 fr(x) konvergira uniformno na [0,2]. B

9.3 Vaznost uniformne konvergencije

Ako niz ili red funkcija ima odredjena svojstva, prirodno je postaviti pitanje da li se ta
svojstva prenose na limes niza ili sumu reda. Na primjer, ako su ¢lanovi niza neprekidne
funkcije, je li limes niza takoder neprekidna funkcija? U odgovoru na ovo i sli¢na pitanja

vaznu ulogu ima uniformna konvergencija.

Promotrimo iz funkcija f,(x) = 2™, n > 1, iz primjera 9.1. Svaki ¢lan niza je neprekidna

funkcija na intervalu [0, 1], i niz konvergira po tockama prema funkciji

0, z €[0,1),
flx) = (9.38)
, z=1.
Funkcija f ocigledno ima prekid u tocki « = 1, pa se neprekidnost ne prenosi na limes niza.

Medjutim, sljedeéi vazan rezultat daje uvjet pod kojim je limes niza neprekidna funkcija.
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Teorem 9.3 Neka je {fn(x)} niz neprekidnih funkcija koji konvergira uniformno ka f(x)

na intervalu I. Tada je f(x) neprekidna na I.

Dokaz. Odaberimo xo € I i pretpostavimo da je zy unutarnja tocka intervala I. Zelimo
pokazati da je f(z) neprekidna u zp. Neka je ¢ > 0. Zbog pretpostavke o uniformnoj

konvergenciji postoji n € N takav da je
€
up | (@) — ()] < 5. (939
x€l

Funkcija f,,(x) je neprekidna u zy pa postoji 6 > 0 takav da je
fu(@) = fu(z0)] < g za svaki o € Kg(zo) (9.40)

(6 mozemo odabrati dovoljno malen tako da je Ks(zg) C I). Sada zbog (9.39) i (9.40) za

svaki |x — zg| < J vrijedi

[f (@) = f(xo)| = [f(2) = fu() + fu(x) = fu(w0) + fu(x0) — f(0)]

< |fn(x) = f@)| + | fu(2) = ful@o)| + [fn(x0) — f(20)]
e € €
-4+ -4+ -=c A1
<gtgztz=e¢ (9.41)
Time je dokazano da je f(z) neprekidna u xg. Ako je zp rubna tocka intervala I, tada
dokaz modificiramo tako da neprekidnost u (9.40) i (9.41) zamijenimo neprekidnoscéu slijeva

ili zdesna. Kako je z( proizvoljno odabrana tocka u I, f(x) je neprekidna na I. B

Korolar 9.1 Ako su funkcije fi(x), k > 1, neprekidne na intervalu I i red > 5o, fi(x)

konvergira uniformno na I ka f(x), tada je f(x) neprekidna na I.
Primjer 9.6 PokaZite da je funkcija definirana s f(z) = > 72, z¥ /k! neprekidna na R.

Neka je M > 0. Zelimo pokazati da red > 72, 2% /k! konvergira uniformno na [—M, M].

Primijetimo da je
$k

k!

Mk

< o7 A svaki z € [-M, M]. (9.42)

Red realnih brojeva >-2 M k¥ /k! konvergira prema D’Alabertovom kriteriju jer je

k+1 |
o MEY (k4 1)

k—oo  MFK/K! s 0 (943)

Sada Weierstrassov kriterij povlaéi da red Y72, 2% /k! konvergira uniformno na [—M, M].
Kako je M > 0 odabran proizvoljno, red konvergira uniformno na R. Interesantno je napo-

menuti da red > ;7 2* /! definirana eksponencijalnu funkciju e® na skupu R, i primjer je
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Slika 9.4: f,(z) = |z|0+Y/™ n=1,2,5.

tzv. Taylorovog reda o kojem ¢emo govoriti u sljede¢em poglavlju. B

Veza izmedju uniformne konvergencije i diferencijabilnosti je nesto sloZenija od veze izmedju
uniformne konvergencije i neprekidnosti. Sljede¢i primjer pokazuje da niz diferencijabilnih

funkcija koji konvergira uniformno ne mora imati limes koji je diferencijabilna funkcija.
Primjer 9.7 Neka je f,(x) = |z|'t1/", n > 1. Funkcije f,(x) su diferencijabilne na [—1,1],
1 1
(1 =+ E) In, xT > 0,
fn(@) =40, z =0, (9.44)

—(1+%) (—$)%, x <0,
i niz { fn(x)} konvergira uniformno prema f(x) = || na [-1,1] (vidi sliku 9.4). Medjutim,
f(x) nije diferencijabilna na [—1,1] jer f'(0) ne postoji. B
Sljededi teorem koji navodimo bez dokaza nam daje uvjete pod kojima niz diferencijabilnih

funnkcija ima diferencijabilni limes.

Teorem 9.4 Neka je {fn(z)} niz funkcija koje imaju neprekidne derivacije na intervalu
[a,b]. Pretpostavimo da niz { f,(x)} konvergira prema f(x) na [a,b] i da {f} (x)} konvergira
uniformno prema g(x) na [a,b]. Tada je f(x) diferencijabilna funkcija na [a,b] i vrijedi

f(x) = g(x), odnosno

d o
Iz A falz) = lim f,(2). (9.45)



POGLAVLJE 9. NIZOVI I REDOVI FUNKCIJA 133

Drugim rije¢ima, ako su ispunjeni uvjeti teorema 9.4, tada smijemo zamijeniti limes i deri-

vaciju. U primjeru 9.7 funkcije f/ () su neprekidne na [—1,1] i konvergiraju ka

1, >0,
g(xz) =40, x=0, (9.46)
-1, z<0.
Medutim, konvergencija nije uniformna pa f(z) = lim, . fn(z) nije diferencijabilna na

[—1,1] (jer f’(0) ne postoji). Kao posljedicu teorema 9.4 sobivamo uvjete pod kojima

smijemo zamijeniti sumu reda i derivaciju.

Korolar 9.2 Neka su f(x) funkcije s neprekidnim derivacijama na intervalu [a, b za svaki
k> 1. Ako red Y 32 fr(x) konvergira ka f(x) na [a,b] i red Y32 f1.(z) konvergira unifor-
mno ka g(x) na [a,b], tada je f'(x) = g(x), odnosno

LS ) =3 R, (9.47)
k=1 k=1

Primjer 9.8 Odredite derivaciju reda

$sintoa) 048
n=1

Funkcije f,(z) = sin(nx)/n? su ogranicene na R jer je

sin(nz)

| fu(z)| = ‘ < % z €R. (9.49)

n3

Red >°°° , 1/n? konvergira pa prema Weierstrassovom kriteriju red (9.48) definira nepre-
kidnu funkciju na R. Prema istom kriteriju red >_°° , f; () konvergira uniformno na R jer

vrijedi

<—, z€R (9.50)

()] = ‘cos(nx)‘ < 1

n2

Korolar 9.2 povlaci da je

d = sin(na . d [sin(nz >\ cos(nz
LS $o (0)_Soe)

n=1 n=1 n=1




POGLAVLJE 9. NIZOVI I REDOVI FUNKCIJA 134

9.4 Redovi potencija i Taylorov red

Od posebnog znacaja u matematickoj analizi su redovi potencija

(e.o]
Zan(m—xo)" = ag + a1(z — o) + az(x — 20)> + - -- (9.52)
n=0
gdje je x varijabla, z( je odabrana tocka i a, su koeficijenti reda. Pomoc¢u redova potencija
mozemo prikazati razlic¢ite funkcije koje imaju vaznu ulogu u nekim granama matematike i

fizike. Na primjer, red

> ann
Jo(z) = EQ?W (9.53)
n=0

definira Besselovu funkciju reda nula koja se pojavljuje kod opisa gibanja planeta i titranja

kruzne membrane.

Za svaku fiksnu vrijednost varijable z red (9.52) predstavlja red realnih brojeva ¢iju ko-
nvergenciju mozemo ispitati pomocu nekog od kriterija iz poglavlja 3. Skup svih realnih
brojeva z za koje red (9.52) konvergira nazivamo podruéje konvergencije reda. Primijetimo

da svaki red konvergira u tocki x = zg.

Primjer 9.9 Odredite podrucje kovergencije Besselove funkcije Jo(x).

Neka je
B (_1)nx2n
Tada je
ans1| (_1)n+1x2(n+1) 22n(n!)2 B r2n 2 22n(n!)2 B 72 (9 55)
an | |20 ((n 4+ 1))2 (=1)nx2n | 2204(n+1)2(n))2 220 4(n+1)27 7
Dakle,
2
. An+1 . x
1 =1 — = .
ng{olo Qy, nL%o 4(77, + 1)2 0 (9 56)

za svaki z € R, §to prema D’Alabertovom kriteriju povlac¢i da je podruéje konvergencije

Besselove funkcije ¢itav skup R. W

Primjer 9.10 Odredite za koje vrijednosti varijable x redovi

(@) Y nlam, (b) Z@ (9.57)
n=0 n=1

konvergiraju.
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(a) Neka je a, = n!z™. Ako je z # 0, tada je

(n+ 1)lantt
n!zm

an+1
an

lim

n—oo

= lim

n—oo

= lim (n +1)|z| = oo, (9.58)
n—oo

pa red divergira za svaki x # 0. Zaklju¢ujemo da red konvergira samo u tocki x = 0.

(b) Definirajmo a, = (x — 3)"/n. Tada je

(.%' _ 3)n+1 n
n+1 (x—3)"

n

Ap11 .
nt = lim
n—oon + 1

Qan

lim

n—oo

|z — 3| = |z — 3. (9.59)

= lim
n—oo

Prema D’Alambertovom kriteriju red (b) konvergira ako je |x — 3| < 11 ako je |z — 3| > 1.
Dakle, red konvergira za 2 < x < 4 i divergira za z < 2 ili x > 4. D’Alambertov kriterij
ne daje informaciju o konvergenciji kada je |z — 3| = 1, odnosno u tockama = = 2,4. Stoga
ovaj slucaj treba posebno ispitati. U tocki x = 2 dobivamo alternirajuéi red » > (—=1)"/n
koji prema Leibnizovom kriteriju konvergira. Ako je z = 4, tada imamo harmojski red
> o2 1 1/n koji divergira. Zakljéujemo da je podruéje konvergencije reda (b) interval [2,4).
|

Svakom redu potencija mozemo pridruziti radijus konvergencije koji odredjuje podrucje

konvergencije reda.

Definicija 9.5 Radijus konvergencije reda potencija > oo ax(z — 20)* je definiran sa

}% = limsup {/]a|. (9.60)
U posebnim slucajevima kada je lim sup W =00 ili 0 definiramo R = 0 ili co.
Teorem 9.5 Neka je R radijus konvergencije reda potencija > - ax(x — zo)*.
(i) Red konvergira apsolutno na skupu |x — xo| < R i divergira na skupu |x — x| > R.

(i1) Red konvergira apsolutno i uniformno na skupu |z — xo| < p za svaki 0 < p < R.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da je |z —zg| < R, R > 0, i definirajmo by, = |ag| |z — z0|*. Tada

Je

limsup v/by = |z — xo|limsup /|ag| = [ Rx0| <1, (9.61)

pa prema Cauchyevom kriteriju 3.7 red Y 3o br = > oo, lak(z — 0)*| konvergira. Dakle,

S g ax(w — mo)* konvergira apsolutno za svaki |z — xo| < R.
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Ako je lim sup W = 0, tada iz relacije (9.61) slijedi limsup ¥/b;, = 0 za svaki z € R.
Prema Cauchyevom kriteriju red > ;7 ax (z — z9)* konvergira apsolutno na R. U tom
slucaju je po definiciji R = oo. Ako je limsup ’\“/W = 00, tada nejednakost (9.61) ne
vrijedi ni za jedan x # zo. U tom sluc¢aju je R =0, ired > 7 ax (z— x0)* konvergira samo

u tocki x = xg.

Pretpostavimo sada da je |x — zo| > R. Tada je limsup ¥/|ag| |z — zo| > 1 $to implicira da

postoji niz n; < ng < ... takav da je
"/ |an, | |x —x0| > 1 zasvaki ke N. (9.62)

Odavde slijedi da je |an, ||z — zo|™ > 1 za svaki k € N, stoga nije ispunjen nuzan uvjet za
konvergenciju reda prema kojem je limy oo ag (x — z0)* = 0. Dakle, red Y 22, ax (z — x0)*

divergira .

(ii) Neka je 0 < p < R. Ako je |z — zo| < p, tada je
lag(z — 20)*| < |ag|p*, &k >0. (9.63)

Red >°72 |ax|p® konvergira prema Cauchyevom kriteriju jer je

limsup 1/ |ag| p* = plimsup ¥/|ax| = }% <1 (9.64)

Sada nejednakost (9.63) implicira da red > 72 |ak (z — xo)*| konvergira uniformno prema
Weierstrassovom kriteriju. Dakle, Y72 ay (z — x0)* konvergira apsolutno i uniformno na

|z — 20| < p. R

U dokazu teorema 9.5 umjesto Cauchyevog mogli smo koristiti D’Alambertov kriterij koji

daje radijus konvergencije
1
- = limsup ‘azzl ‘ (9.65)

Ako je limsup |agy1/ar| = oo, tada definiramo R = 0 i ako je limsup |agy1/ar| = 0, tada

definiramo R = co. Teorem 9.5 nista ne kazuje o konvergenciji reda Y3 ax(z — x0)* kada
je |r—x9| = R. Red moze ali ne mora konvergirati u tockama x = 29— R1ix = z9+ R, pa su
u tim slu¢ajevima potrebna daljnja ispitavanja. Ako je moguce utvrditi da li red konvergira
u x = o £ R, tada je podruc¢je konvergencije reda jedan od intervala [zg — R,z¢ + R,
(xo — R,xo + R], [r9 — R,x0 + R) ili (xg — R, z¢ + R).

Primjer 9.11 Odredite podrucje konvergencije reda > oo | ¥ /k.
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Prema D’Alambertovom kriteriju radijus konvergencije reda je

1 1 k k

— = lim —— —~ = lim —— = 1. .66

Rk er11 kel (566)
Stoga red konvergira apsolutno na (—1,1). U tocki z = 1 dobivamo harmonijski red
> w—1 1/k koji divergira, dok za x = —1 imamo alternirajuéi red Y oo, (—1)*/k koji ko-

nvergira. Dakle, podrué¢je konvergencije reda je interval [—1,1). B

Promotrimo sada sljedeéi problem. Neka je f(z) = > 22, ax (z — z0)* red potencija s
radijusom konvergencije R > 0. Kako mozemo odrediti derivacije funkcije f(z)? Neka je
g(z) = Y32 kay (z — 20)*~! red potencija dobijemo deriviranjem pocetnog reda ¢lan po

¢lan. Derivirani red ima isti radijus konvergencije jer je

(k + Dag+1
kay,

ak+1 ‘ 1
= —. 9.67
o (9.67)

lim sup ‘ = lim sup ‘

R

Prema teoremu 9.5 red >_p; kay (x —x0)*~! konvergira uniformno na |z —z¢| < p za svaki

0 < p < R. Stoga korolar 9.2 povlaci da je f'(z) = g(x), odnosno
fl(x) = Z kap(z — 20)* L, |z — x| < p. (9.68)
k=1

S obzirom da je 0 < p < R proizvoljan, jednadzba (9.68) vrijedi za svaki |x—zp| < R. Prema

)k—l

istom argumentu red > ;7 kay (x — xo mozemo derivirati ¢lan po ¢lan na intervalu

|z — x0| < R. Time dobivamo
f(@) =" k(k - ag(z — z0)* . (9.69)
k=2

Nastavaljuéi ovaj postupak zaklju¢ujemo da je n-ta derivacija funkcije f(z) dana sa
FP (@)=Y k(k—1)(k = 2)-- (k= n+ Dag(e — x0)" " (9.70)
k=n

Posebno, u tocki z = zo imamo f(™ (xg) = nlay, Sto povlac¢i da je n-ti ¢lan reda jednak

an = U (z0)/n!. Ova zapazanja mozemo formulirati kao sljedeéi rezultat.

Teorem 9.6 Neka je f(x) = 2 jan(x — x0)" reda potencija s radijusom konvergencije

R > 0. Tada f(x) ima derivacije svakog reda na skupu |x — xo| < R, i vrijedi

£ (o)

e (9.71)

ayp —
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Pretpostavimo sada da je f(z) zadana funkcija koja ima derivacije svakog reda i da f(x)

mozemo prikazati kao red potencija
[o.¢]
F@) =3 anla —a0)" (9.72)
n=0

koji konvergira prema f(x) na intervalu (zg — R,z9 + R). Iz teorema 9.6 slijedi da su

koeficijenti a, na jedinstven nacin dani sa a, = £ (xq)/n!, stoga je
o S ") (xo
f@)=§:—7%l@—mwﬁ |z — x| < R. (9.73)
k=0

Red potencija (9.73) nazivamo Taylorov red funkcije f(z) u okolini tocke z¢. U posebnom

slucaju kada je g = 0 dobivamo McLaurentov red

> ¢ (k)
f@):E:f ©) & (9.74)
k=0

k!

Za funkciju koja ima Taylorov red u okolini tocke xg kazemo da je analiticka u xg. Vazno
je napomenuti da podrucje konvergencije Taylorovog reda ne mora biti istovjetno domeni

funkcije. Na primjer, geometrijski red

1
1_x:§:ﬂ;yﬂ<1, (9.75)
n=0

predstavlja funkciju f(z) = 1/(1 —x) samo na skupu |z| < 1 iako je funkcija f(z) definirana
na R\ {1}.

Takodjer je potrebno istaknuti da je svojstvo analiticnosti mnogo jace od stvojstva da

funkcija ima derivacije svakog reda. Na primjer, moze se pokazati da funkcija

flz) = © w2l (9.76)

0, z <0,
ima derivacije svakog reda na R, i da je £ (0) = 0 za svaki n > 0. Ovo implicira da f(z)

nije analiticka u tocki zg = 0 jer je a, = f(™(0)/n! = 0 za svaki n > 0, pa bi u tom slucaju

imali

fl@)=> ana" =0. (9.77)
n=0

Ovo je ocigledno u kontradikciji sa ¢injenicom da je f(z) > 0 za > 0. Dakle, u ovom

primjeru Taylorov red ne konvergira prema funkciji f(z) u okolini tocke 2y = 0 iako funkcija
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ima derivacije svakog reda. Na zalost, kod realnih funkcija realne variable ne postoji nacin
da se radijus konvergencije Taylorovog reda odredi iz same funkcije f(z). Zadovoljavajuéa
teorija analitickih funkcija i njihovih redova postoji tek u kompleksnoj analizi gdje varijabla

x i funkcija f(z) imaju vrijednosti u skupu C.

Navedimo Taylorove redove nekih elementarnih funkcija i njihova podruéja konvergencije:

— 1
e’ = Z i z®, —00 <x < 00, (9.78)
k=0 "
sin(z) = i ﬂ T —00 <x < 00 (9.79)
prt (2k + 1)! ’ ’
o~ (=DF 5
cos(x) = Z AT —00 <x < 00, (9.80)
k=0 (2k)!
0 —1)k+1
In(l1+z) = Z %mk, —1l<x<1. (9.81)
k=1

Taylorov red neke funkcije rijetko se nalazi primjenom formule a,, = f () /n!. Vrlo éesto
se koristimo suptitucijom odredjenih izraza u ve¢ poznate Taylorove redove elementarnih

funkcija.

2

Primjer 9.12 Odredite Taylorov red funkcije f(x) =™ .

Iz Taylorovog reda za eksponencijalnu funkciju dobivamo

x? — 1 2\n = 1 2n
e :Z—(x) :Z—x (9.82)
= n! = n!

Lako se provjeri da je radijus konvergencije reda (9.82) jednak R = oo, stoga red konvergira
za svakiz € R. B

Primjer 9.13 Odredite Taylorov red funkcije g(z) = In(z) i podrucje na kojem konvergira.

Uvedimo varijablu y = x — 1. Tada Taylorov red za In(1 + y) daje
In(z) = In(1 + )—iﬂ ’f—iﬂ(m—nk (9.83)
- Yy) = k Yy = k . .

k=1 k=1

Red (9.83) konvergira na skupu —1 < y < 1, odnosno za svaki 0 <z < 2. l
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Taylorov red ¢esto se koristi za aproksimaciju funkcije polinomom u okolini tocke xg,
n
F®) (o)
f(z) ~ Z 7 (z — z0)E. (9.84)
k=0

Toc¢nost ove aproksimacije je veéa §to je n veéi. Navedimo za kraj rezultat koji nam daje

procjenu pogreske kada se funkcija f(z) aproksimira Taylorovim polinomom
n
f(k) (z0)
pa(z) =) (- z0)F. (9.85)

Teorem 9.7 Neka f(x) ima neprekidne derivacije do ukljucivo reda n + 1 u okolini tocke

xg. Tada je

" p(k)
fay =3 L) s ), (9.86)
gdje je R, (x) ostatak reda dan sa

(n+1)
Ry (x) = ]Zn+—1()€1) (z — xo)" ! (9.87)

za neku tocki € izmedju x 1 xq.

Primjer 9.14 Procijenite pogresku u aproksimaciji funkcije f(x) = cos(x) Taylorovim po-

linomom ceturtog reda u okolini tocke xg = 0.

Prvih nekoliko ¢lanova Taylorovog reda su dani sa

z?2 2t S

cos(:(:):l—g—i-?—a—i--“ (9.88)

Kako je koeficijent koji mnozi 2° jednak nuli, mozemo pretpostaviti da u aproksimaciji
cos(z) = 1— —+ — (9.89)

imamo ¢lanove do uklju¢ivo petog reda, stoga piSemo

2 2t
cos(z) =1— — + — + Rs(x). (9.90)
21 4l
Ostatak reda 6 o "
2  x® oz
R5($)=—a+§—1—0!+'“ (9.91)

je prema teoremu 9.7 dan sa

Rs(z) = = T (9.92)
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gdje je € neka tocka izmedju 0 i z. Iz jednadzbe (9.92) mozemo odrediti gornju medju za
R5 ($)7

1
[R5 ()] < a|$|6 = 730" (9.93)

Ocigledno, sto je x blize nuli to je ostatak reda Rs(z) manji pa je aproksimacija (9.89)
bolja. W
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